Valosziniiségszamitas
Megoldasok

1) Egy nagyvarosban a helyi jaratokon olyan buszjegyet kellett
érvényesiteni, amelyen egy 3 x 3-as négyzetben 1-9-ig szerepelnek a

szamok. (lasd 1. abra) A jegy érvényesitésekor a jegykezelo automata a

kilenc mez6bol mindig pontosan harmat lyukaszt ki.

a) Rajzolja le az 6sszes olyan lyukasztast, amelyben minden sorban és
minden oszlopban pontosan egy kilyukasztott mezo van! Indokolja,
hogy miért ezek és csak ezek a lehetséges lyukasztasok! (4 pont)

b) Rajzoljon a 2. abran megadott mezobe egy olyan lyukasztast,
amelyen a ki nem lyukasztott hat kis négyzetlap olyan tartomanyt
fed le, amelynek pontosan egy szimmetriatengelye van! (A mezokre
nyomtatott szamoktél most eltekintiink). Rajzolja be a
szimmetriatengelyt! (3 pont)

Két kisiskolas a buszra varakozva beszélget. Aron azt mondja, hogy

szeretné, hogy a buszjegyen kilyukasztott harom szam mindegyike prim

lenne. Zita pedig azt reméli, hogy a szimok osszege 13 lesz.

¢) Mekkora valdsziniiséggel teljesiil Aron, illetve Zita kivansaga?

(9 pont)
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Megoldas:

a) Lasd: Kombinatorika 1. feladat

b) Ldsd: Kombinatorika 1. feladat

c) Az elsd kilenc pozitiv egész kozott 4 primszam van (1 pont)
Kedvezo esetek szama 4 (1 pont)

rg"l

Az Osszes lehetséges lyukasztasok szama: Ej = 84 (2 pont)
Aron kivansaga P = ;—4 = 0,048 valoszinuseggel teljesil (1 pont)
Zita kivansaganak 7 szamharmas felel meg:
(1:3;9)(1;4;8)(1;5;7)
(2;3:8)(2;4;7)(2;5;6) (3 pont)
(3;4:6)
A keresett valoszintség P = ;—4 =0,083 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

2) Hét szabalyos pénzérmét egyszerre feldobunk, és feljegyezziik a fejek és
irasok szamat.

a) Mekkora a valoszinusége, hogy tobb fejet dobunk, mint irast? (7 pont)

b) Mekkora annak a wvaldsziniisége, hogy a fejek és irasok szamanak

kiilonbsége nagyobb haromnal? (7 pont)



Megoldas:

a)

b)

3)

Mivel hét pénzérmét dobunk fel, akkor lesz tobb fej, mint iras, ha 4,5,6 vagy 7
fejet dobunk (2 pont)
Ekkor éppen 3,2,1 vagy 0 iras lesz (1 pont)
Szimmetria okokbol ennek ugyvanannyi a valoszinlsége, mint ha 3,2,1 vagy 0
fejet dobtunk volna (2 pont)
Tehat a keresett valoszinuség 0,5 (2 pont)
Akkor nagyvobb a kilonbség 3-nal, ha 6 fej és 1 iras, vagy 7 fej és 0 iras van

(3 pont)

A kedvezo6 esetek szama: E] + [; ] = (2 pont)
. /

g e (1 pont)
A keresett valoszinGseg % = 0,0625 (1 pont)

Osszesen: 14 pont

Két kdzvélemény-kutaté cég mérte fel a felnottek dohanyzasi szokasait.

Az egyik cég véletlenszeriien valasztott 800 fos mintaban 255 rendszeres

dohanyost talalt, a masik egy hasonléan wvéletlenszeriien valasztott 2000

fos mintaban 680-at.

a) Adja meg mindkét mintaban a dohanyosok relativ gyakorisagat!

(4 pont)

b) Szamitsa ki annak a waloszinuségét, hogy ha a fenti 2000 fos

mintabol véletlenszeriien kivalasztunk 3 fot, akkor éppen 1

dohanyos van kozottiik? (7 pont)

c) Tegyiik fel, hogy a lakossag 34%-a dohanyos. Szamolja ki annak a

valosziniiségét, hogy az orszaghan 10 talalomra kivalasztott felnott

koziil egy sem dohéanyos! (S pont)

Megoldas:

a)
b)

Lasd: Statisztika 19. feladat
Barmelyik 3 személy kivalasztasa a 2000-es mintabdl egyforman lehetséges,

2000
ezert az osszes esetek szama: ( 3 ]: 1331334000 (1 pont)

680 dohanyosbdl kell kivalasztani egy személyt, ami 680-féleképpen tehetd
meg (1 pont)

1320
1320 nem dohanyzobol kell kettot kivalasztani, ez Osszesen [ 5 ] = 870540-

feleképpen tehetd meg (1 pont)
. . . 1320
A kedvezd esetek szama 680 - . (1 pont)
1320
680 ( 5 ]
A keresett valoszintség P = ( 300 GJ (2 pont)
L 3

Ennek kodzelitd ertéke 0,44 (1 pont)



c) 1 nem dohanyos kivalasztasanak valoszinusége 1-0,34 = 0,66 (2 pont)
10 nem dohanyos kivalasztasanak valoszintisége 0,66 (2 pont)
ami megkozelitéleg 0,016 vagy 1,6% (1 pont)

Osszesen: 16 pont

4) Egyszerre feldobunk hat szabalyos dobdkockat, amelyek kiilonb6zo

szinuek.

a) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy mindegyik kockaval mas szamot
dobunk? (5 pont)

b) Szamitsa ki annak a valésziniiségét, hogy egy dobasnal a hat dobott
szam oOsszege legalabb 34 lesz! (9 pont)

Megoldas:

a) A kockak kiilonbézoek, tehat az dsszes lehetséges eset 6 (2 pont)
Ha mindegyiknél mas szamot dobunk, akkor a hat kilénbdzé szam 6]-
felekeéppen fordulhat eld. (2 pont)

[
Innen a klasszikus formula szerint a valoszinlség % =0,0154. (1 pont)

b) A hat szam Osszege legalabb 34, azt jelenti, hogy 34, 35 vagy 36 (1 pont)
Tehat a kovetkezd esetek lehetnek:

(1 36=6+6+6+6+6+6

(2) 35=6+6+H+6+6+5

13) 34=6+6+6+6+6+4
~ (4) 34=6+6+6+6+5+5 (2 pont)
Osszeszamoljuk, hogy az egyes esetek hanyféleképpen fordulhatnak el:

(1) egyfeleképpen (1 pont)

(2) 6-féleképpen

(3) 6-féleképpen (1 pont)

6

(4) [2] =15-féleképpen (2 pont)
A kedvezd esetek szama Osszesen: 1+6+6+15 =28, (1 pont)
A keresett valoszinuseég: P = ? = 10,0006 . (1 pont)

Osszesen: 14 pont

S5) Egy utazasi iroda az orszagos halozatanak 55 értékesito helyén kétféle

utat szervez Parizsba. Az egyiket autobusszal (A), a masikat repiilovel

(R). Egy adott turnusra nézve Osszesitették az egyes irodakban eladott

utak szamat. Az alabbi tablazatbol az oGsszesitett adatok olvashatok ki.

Pl. az (1;2) ,koordinataju” 5-6s szam azt jelzi, hogy 5 olyan fidkiroda

volt, amelyik az adott turnusra 1 db autébuszos és 2 db repiilos utat
adott el.

A tipusi eladott utak szama
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a) Osszesen hany autébuszos és hany repiilés utat adtak el a vizsgalt
turnusra az 55 fiokban? |7 pont)



b) Mekkora a valosziniusége annak, hogy 55 fiokiroda koziil
véletlenszeriien valasztva egyet, ebben az irodaban 5-nél tobb parizsi

utat adtak el? (7 pont)
Megoldas:
a) Ha az 5x5-0s tablazatban oésszeadjuk a k. oszlopban léevé szamokat,
megkapjuk, hany irodaban adtak el k darab autobuszos utat (1 pont)
Ha a tablazat n. soraban lévd szamokat adjuk ossze, akkor megkapjuk, hogy
hany irodaban adtak el n darab reptilos utat (1 pont)
A tipusn eladott utak szama
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tablazat szamitott adatainak helyes megallapitasa (3 pont)
Autobuszos utak szama 127, a Reptilos utak szama 128 (2 pont)
b) 5-nél t6bb utat az az iroda adott el, amelyikben hat, hét vagy nyolc az eladott
utak szama
Hat utat adott el az iroda, ha a tablazatban lévd koordinatainak (k, n) Osszege
6. Ez harom esetben lehetséges: k+n=2+4=3+3=4+2 (1 pont)
Ezekhez az adatokhoz tartozo irodak szama 3+9+3=15 (1 pont)
Hét utat adott el az iroda, ha a tablazatban lévd koordinatainak (k, n) dsszege
7. Ez két esetben lehetséges: k+n=3+4=4+3 (1 pont)
Ezekhez az adatokhoz tartozo irodak szama 2+2=4 (1 pont)
Nyolc utat adott el az iroda, ha a tablazatban lévd koordinatainak (k, n)
osszege 8. Ez egy esetben lehetséges: k+n=4+4 (1 pont)
Ezelkhez az adatokhoz tartozo irodak szama 2 (1 pont)
Mivel 55 irodafiok volt, és kdzilik 5-nél t6bb utat 21-ben adtak el, a kereseit
valoszinuség 251 =0,3818 (1 pont)
Osszesen: 14 pont
6) Annanak az IWIW-en 40 ismerdse van (Az IWIW weboldalon lehetoség van

az egymast ismero emberek kapcsolatfelvételére. Ebben a feladatban
minden ismertséget kélcsénosnek tekintiink.)
Anna ismeroseinek mindegyike Anna minden toébbi ismerose koziil
pontosan egyet nem ismer.
a) A szdba keriilt 41 ember k6zott osszesen hany ismertség all fenn?

(S pont)



b) Mekkora annak a valdszinusége, hogy Anna 40 ismerose koziil

véletlenszeriien valasztva kettot, ok ismerik egymast? (5 pont)
c¢) Valasszunk most a 41 személy koziil véletlenszertien kettot! Mennyi
a valosziniusége, hogy nem ismerik egymast? (6 pont)
Megoldas:
a) A 41 fobol allo tarsasag ismertségi szamat megkaphatjuk, ha oOsszeadjuk
Anna ismerdseinek és Anna 40 ismerdse egymas kozti ismertséginek szamat
(1 pont)
Anna ismeri a 40 ismerosét (1 pont)
Anna 40 ismerdsének mindegyik 38 embert ismer Annan kivil (1 pont)
gy Anna 40 ismerdsének —40;3 =760 ismertsége van egymas kozt (1 pont)
A 41 fo kbzt 40 + 760 = 800 ismertseége van (1 pont)
b) Vannak 40-en, akikbdl valaszthatunk (1 pont)
Az elsonek valasztott személy barki lehet (1 pont)
Utana 39-bél kell valasztani egyet (1 pont)
Mivel az elézének valasztott személy koztluk egyet nem ismer, igy 38-at ismer
(1 pont)
Annak a valaszinusége, hogy ismerik egymast % (1 pont)
c) A kivalasztott két személy kozil vagy Anna az egyik, vagy mindketté Anna
ismerdsei kozl valo (1 pont)
1. eset: Ha Anna az egvik kivalasztott
Ekkor a masik valasztasatol flggetlenll a két ember ismeri egymast. A
kedvezd esetek szama ekkor nulla (1 pont)
2. eset: Ha Anna ismerdsei kozul valo a két valasztott
Akkor a 40 szemeély kettesével parba allithato, gy, hogy a parok két-két tagja
nem ismerik egymast, ezért 20 kedvezd eset van (1 pont)
41
Az Osszes lehetséges kivalasztasok szama [ 5 ] (1 pont)
azaz 820 (1 pont)
: P B i e % 0+20 1
lgy a kérdéses valoszintség P = ST T 0,0244 (1 pont)
Osszesen: 16 pont
7) Egy urnaban 5 azonos méretii golyo van, 2 piros és 3 fehér. Egyesével, és

mindegyik golyot azonos eséllyel hizzuk ki az urnabél a bent lévok

koziil.

a) Hany kiilonb6z6 sorrendben hiizhatjuk ki az 5 golyét, ha a kihGzott
golyé6t nem tessziik vissza, és az azonos golyékat mnem

kiilonbdztetjiik meg egymastol? (4 pont)
b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy az utolsd (6todik) hiazas elott az
urnaban egy darab fehér golyo van? (4 pont)

Az eredeti golyokat tartalmazé urnabél hatszor huzunk ugy, hogy a

kihtzott golyot minden hizas utan visszatessziik.

¢) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a hat hazasboél legfeljebb kétszer
hiazunk piros golyot? (A wvalosziniiséget harom tizedesjegyre
kerekitett értékkel adja meg!) (8 pont)



Megoldas:

a)

b)

8)

Lasd: Kombinatorika 8. feladat

A mar kihtzott 2 piros és 2 fehér golyo huzasa [2] (2 pont)
azaz 06 kllonb6zo sorrendben torténhetett (1 pont)
A lehetséges esetek szama 10, igy a valoszintseg P = T3l 0,6 (1 pont)

A hat huzasbol legfeljebb kétszer huzunk piros golyot: ha nem hidzunk pirosat
(A esemény), vagy 1 pirosat hiizunk (B esemény), vagy 2 pirosat hazunk (C

esemeny) (1 pont)
Mivel az A, B és C esemeények paronként kizaro események, a keresett
valoszintiség P=P(A)+ P(B)+ P|C) (1 pont)

Piros golyd huizasanak valoszinusége 5 fehér golyo huzasanak valoszintsége

— minden huzasnal, ezért (1 pont)
5]
6) 73
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@=(o] 5] (1 pont
P{B]:fﬁ [E)[ﬁ] =0,1866 (1 pont)
1) (5 )\5
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7290+2016+ 4860 8505

5" 15625
(1 pont)

ami kozelitdleg 0,544 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

A Kovacs csaladban 4 embernek kezdodik a keresztneve B betivel.
Négyen teniszeznek, és négyen kerékparoznak rendszeresen.
A csalad tagjairol tudjuk:
- csak Bea és Barbara jar teniszezni és kerékparozni is;
- egyediil Balazs nem uzi egyik sportagat sem

Zoli prébalja testvérét, Borit a teniszezoktol hozzajuk, a

kerékparozokhoz csabitani- sikerteleniil.
a) A fentiek alapjan legalabb hany tagja van a Kovacs csaladnak?

(S pont)

Egyik nap Barbara, Bea, Bori és Balazs barataikkal vonaton utaztak, és
hogy jobban teljen az ido, jatszottak. A jaték kezdetekor a tarsasag
minden tagjanak egy-egy olyan haromjegyii pozitiv szamra kellett
gondolnia, amelynek minden szamjegye 4-nél nagyobb és 7-nél kisebb.
Amikor sorra megmondtik a gondolt szamot, kideriilt, hogy nincs a
mondott szaimok kézott azonos.
b) Legfeljebb hany tagi lehetett a tarsasag? (3 pont)
Egy masik alkalommal Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila,
Andras, Ali és Anna) moziba ment. Mind a 8 jegy egy sorba, egymas mellé
szolt.

A keresett valészintiseg: P=P(A)+P(B)+P(C)=




c)] A 8 ember hany kiilonbozo iilésrendben foglalhat helyet, ha az
azonos betivel kezdodo keresztnewviiek koziil semelyik ketto nem

keriil egymas mellé? (S pont)

d) Mekkora a wval6sziniisége annak, hogy a ¢) pont szerinti iilésrend

alakul ki, ha minden iilésrend egyenloen valoszini? (3 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Halmazok 3. feladat

b) Lasd: Kombinatorika 10. feladat

c) Lasd: Kombinatorika 10. feladat

d) A 8 ember dsszes ulésrendjének szama 8!= 40320 (1 pont)
Mivel barmilyen ulésrend egyvenlden wvaldszinl, a kérdéses valoszinlség

41 a1
_2:4k41 1152 1 < 0,0286 (2 pont)
81 40320 35

Osszesen: 16 pont

9) Egy matematikus harom német és négy magyar matematikust hivott
vendégségbe szombat délutdnra. Csiitértokoén a hazigazda és a 7
meghivott koziil néhanyan telefonon egyeztettek. A hazigazda
mindenkivel beszélt. Az azonos nem=zetiségu vendégek egymast nem
hivtak, de a tébbiekkel mind beszéltek telefonon. Senki sem beszélt egy
masik emberrel egynél tobbszor, és minden beszélgetés pontosan két
ember kozdtt zajlott.

a) Hany telefonbeszélgetést bonyolitott le egymas kozott a 8
matematikus csiitértékon? (5 pont)
A telefonbeszélgetéskor minden meghivott vendég megmondta, hogy
mekkora valésziniiséggel megy el a szombati vendégségbe. A hazigazda
tudta, hogy a meghivottak egymastol fiiggetleniil déntenek arrol, hogy
eljonnek-e. Kiszamolta, hogy 0,028 annak a wvaloszinisége, hogy
mindannyian eljonnek.
b) Mennyi annak a valészintlisége, hogy legaliabb egy meghivott elmegy a
vendégséghe? (Valaszat harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!)
(11 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Kombinatorika 11. feladat
b) Legven p az a valoszinuség, amit mindannyian mondtak. Mivel egymastol

fliggetlentil dontittek, (1 pont)
annak val6szintisége, hogy mindenki elmegy p’ = 0,028 (2 pont)
[nnen p=4{0,028 =0,600 (2 pont)
Annak a valészinQsége, hogy valaki nem megyel 1-p (1 pont)
Annak a valoszintisége, hogy senki sem megy el: (1- p]l? =0,4" =0,0016

(2 pont)
Tehat annak a valosziniisége, hogy legalabb egy ember elmegy: 1-(1- p)’,

(2 pont)
ami megkozelitileg 0,998 (1 pont)

Osszesen: 16 pont



10)a) Peti levelet irt négy baratjanak, Andrasnak, Bélanak, Csabanak és
Daninak és mindenkinek egy-egy fényképet is akart kiildeni a
nyaralasrol. A négy fénykép kiilonbozo volt, és Peti mindegyikiik
hatlapjara rairta, kinek szanja. A fényképeket végiil figyelmetleniil
rakta a boritékba, bar mindenki kapott a levelében egy fényképet is.
i. Hanyféleképpen fordulhat elo, hogy csak Andris kapja azt a

fényképet, amelyen a sajat neve szerepel? (3 pont)
ii. Melyik esemény bekivetkezésének nagyobb a valosziniisége:
- senki sem kapja azt a fényképet, amelyet Peti neki szant

vagy
- pontosan egyikiik kap olyan fényképet, amelyen a sajat neve
szerepel? (8 pont)

b) Egy szabalyos érme egyik oldalan 6-os, a masikon pedig 4-es
szamjegy lathato. Az érmét négyszer egymas utan feldobjuk, és a
dobott szamokat dsszeadjuk. Milyen értékeket kaphatunk osszeg
gyanant? Az egyes isszegek dobasanak mekkora a valoszinusége?

(S pont)
Megoldas:
a) Jeloljik a féenyvképekre irt neveket A, B, C, D-vel, a neveknek megfelelo
boritékon lévé cimzéseket a, b, ¢, d-vel.

al) Andris kapott csak megfelelé fényképet. Ez csakis ngy lehetséges, ha az
abed sorrendben elhelyezett boritékokba az ACDB vagy ADBC sorrendben
kerultek a kepek. (2 pont)
Tehat a kivant elhelyezés kétféeleképpen valosithato meg. (1 pont)

a2) Jelolte S azt az esemeényt, hogy senki sem kapott nevével ellatott
fenyképet. Az S esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha az abed
sorrendben elhelyezett boritékokba BADC, BCDA, BDAC, CADB, CDAB,
CDBA, DABC, DCAB, DCBA sorrendben kerilhettek fényképek. Ez 9
kedvezd eset (3 pont)
Jelolje £ azt az eseményt, hogy pontosan egyikiik kapott nevével ellatott
fénykeépet. AZ E esemény pontosan akkor koivetkezik be, ha az abed
sorrendben elhelyezett boritékokba ACDB, ADBC, BCAD, BDCA, CABD,
CBDA, DACB, DBAC sorrendben keriilhettek a fényképek. Ez 8 kedvezd

eset (3 pont)

A fényképeket Peti 24-féleképpen helyezhette volna el a boritékokba, ezen

elhelyezéseknek azonos a valoszintsége. (1 pont)
9 . -

—=P(8S)>P(E)=— 1 pont
24 { ) (E) 24 (1 pont)

b) A négy dobashoz tartozo Gsszegek lehetnek:
6+6+6+6=24 (B,)

b+6+6+4=22 (B,)
6b+6+4+4=20 (B,) (1 pont)
6+4+4+4=18 (B,)
4+4+4+4=16 (B,)

Barmelyik dobasnal a 6-os €s 4-es is % valoszinlséggel kivetkezik be (1 pont)

A B, események valoszinuségeta p = 5 »n =4 parameéteru binomialis eloszlas

irja le (1 pont)
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Osszesen: 16 pont
11)

a) Két gyerek mindegyike 240 forintért vett kapardos sorsjegyet.
Fémpénzzel fizettek (5; 10; 20; 50; 100 és 200 forintos érmékkel), és
pontosan kiszamoltak a fizetendo oOsszeget. Hanyféleképpen
fizethetett Miki, ha 6 4 darab érmével fizetett, és hanyféleképpen
fizethetett Karcsi, ha 6 5 darab érmével fizetett. (A pénzérmék
atadasi sorrendjét nem vessziik figyelembe) (4 pont)

A ,bergengoc” lottéban kétszer huznak egy jatéknapon. Bandi egy

szelvénnyel jatszik, tehat az adott jatéknapon mindkét hiizasnal nyerhet

ugyanazzal a szelvénnyel.

b) Mekkora annak a valosziniusége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak
legalabb egy telitaldlata lesz, ha P annak a valésziniisége (0 < P <1),
hogy egy szelvényen, egy hiizas esetén telitalalata lesz? (4 pont)

Megvaltoztattak a jatékszabalyokat: minden jatéknapon csak egyszer

hiznak (mas jatékszabaly nem wvaltozott), Bandi most két (nem

feltétleniil kiilonbézoen kitoltott) szelvénnyel jatszik.

¢) Mekkora annak a valoszinusége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak

telitalalata legyen valamelyik szelvényen? (4 pont)
d) A telitalalat szempontjabél a b) és c)-ben leirtak koziil melyik éri meg
Bandi szamara? (4 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Kombinatorika 15. feladat
b} Bandinak telitalalata haromiéle esetben lehet:
(1) az elsd huzasnal telitalalata van, a masodiknal is telitalalta van, ennek a

valoszintisége p-p=p° (1 pont)
(2) az elsé huzasnal telitalalata van, nincs masodiknal nincs telitalalata,
ennek valészintsége p-(l1-p)=p-p° (1 pont)
(3) az elsé huzasnal nincs telitalalata, a masodiknal telitalalata van, ennek
valoszinusége: (1-p)-p=p-p° (1 pont)

Annak a valoszintsége tehat, hogy egy adott jatéknapon Bandinak telitalalata
legyen ez a harom valoszinliség Gsszege: 2p - p* (ez nem negativ, hiszen
0<p=<l) (1 pont)



c)

d)

Két esetet kell vizsgalni annak alapjan, hogy Bandi a két szelvényét azonosan

vagy kiilonbézoen toltétte-e ki (1 pont)
(1) Ha Bandi két egyforma szelvényt toltdtt ki, akkor a telitalalat esélye p

(1 pont
(2) Ha Bandi a két szelvényt kiilonbozoen tdlt ki, akkor a telitalalat EEél}fﬁpzp }

(2 pont)
Ha Bandi két egyforma szelvényt tolt ki, akkor a kérdés az, hogy 2p - p* vagy
p nagyobb (1 pont)
Mivel 0< p<1, ezért 2p-p' - p=p(l-p)>0, tehat az elso jatékszabaly
kedvezdbb (1 pont)
Ha Bandi két killénbdzd szelvényt toélt ki, akkor a kérdés az, hogy 2p- p°
vagy 2p nagyobb (1 pont)
Mivel p* =0 ezért 2p- p’ < 2p tehat a masodik jatékszabaly a kedvezdbb

(1 pont)

Osszesen: 16 pont

12) Egy gyartosoron 8 darab gép dolgozik. A gépek mindegyike, egymastol

fiiggetleniil 0,05 valosziniiséggel tialmelegszik a reggeli bekapcsolaskor.
Ha a munkanap kezdetén 3 vagy tobb gép tilmelegszik, akkor az egész
gyartosor lealll A 8 gép reggeli Dbeinditasakor bekivetkezo
talmelegedések szamat a binomialis eloszlassal modellezziik.

a) Adja meg az eloszlas két paraméterét! Szamitsa ki az eloszlis

varhato értéket! (3 pont)
b) Mennyi annak a valosziniusége, hogy a reggeli munkakezdéskor egyik
gép sem melegszik tul? (4 pont)

c¢) Igazolja a modell alapjan, hogy (négy tizedes jegyre kerekitve) 0,0058
annak a wvaloészinisége, hogy a gépek talmelegedése miatt a

gvartosoron ledll a termelés a munkanap kezdetekor! (7 pont)

Megoldas:
a} n=4a Il [:H:F]"ll]
p=0,05 (1 pont)
a varhato érték: n- p=0,4 (1 pont)
b) Minden gép 1- p=0,95valdszintiséggel indul be reggel (1 pont)
Annak valoszintisége, hogy mind a 8 gép beindul: 0,95" (2 pont)
ami ~ 0,6634 (66,34%) (1 pont)
c)] A kérdéses eseméeény [(A) esemény komplementerének (B) valoszinuségét
szamoljuk ki, azaz, hogy legfeljebb 2 gép romlik el. (1 pont)

8

P(B)=0,95" 4-[1 } :0,05°-0,95" = (2 pont)
—(),95" +8-0,05-0,95" +28-0,05*-0,95" = (1 pont)
= (0,9942 (2 pont)
P(A)=1-P(B)=1-0,9942=0,0058, tehat wvaloban 0,0058 a termelés
leallasanak a valoszinlsége. (1 pont)

Osszesen: 14 pont



13) Egy 32 fos érettségizo osztaly tanuléi harom kiilonbtzo tancot mutatnak

be a szalagavaté balon. AZ alabbi tablazat az egyes tancokban fellépo
didkok szamat mutatja nemenkénti bontasban.

Keringd | Kan-kin | Hip-hop | Egyik sem |
Lany| 9 | 6 | 10 | 2
Fe [ 9 [ o | a4 | 2 |
Van 2 olyan lany, aki mindharom tancban fellép, ugyanakkor nincs olyan
fin az osztalyban, aki egynél tobb produkcidoban részt venne.
a) A lanyok koziil kettot véletlenszeriien kivalasztva, mennyi annak a
val6sziniisége, hogy mindketten tancolnak a kan-kanban? (5 pont)
b) Az osztaly tanuloi koziil egyet véletlenszeriien kivalasztva, mennyi a
valoszinisége annak, hogy az illeto pontosan két tancban szerepel?

(9 pont)
Megoldas:
a) Mivel minden fia legfeljebb egy tancban lépett fel, ezért a fiuk szama a
tablazat alapjan 15 (1 pont)
a lanyok szama pedig 17 (1 pont)
y
A 17 lanybol kettot [E;J =136 -1éleképp lehet kivalasztani (1 pont)

b)

6
6 lany tancolt kan-kant, kéztlik kettot [EJ = 15-téleképp lehet kivalasztani

(1 pont)
A keresett valoszinlség P = % = 0,11 (1 pont)
A pontosan két tancban fellépd diak csak lany lehet (1 pont)
Mivel két lany egyik tancban sem lépett fel, ezért 15 lany kozott kell
keresnlnk a pontosan kétszer tancolokat (1 pont)

Ha a pontosan keétszer tancolok kézil x a keringdzo és kan-kanozo, iy a kan-
kanozo és hip-hopozo, z pedig a keringdzd és hip-hopozo lanyok szama, akkor

a csak keringozo lanyok szama 9—x—-z -2 (1 pont)
A csak kan-kanozo lanyok szama 6 - x—y -2 (1 pont)
A csak hip-hopozoé lanyok szama 10-y—-z-2 (1 pont)
A logikai szita formula alapjan:

(9-x-2-2)+(6-x-y-2)+(10-y-z2-2)+x+Yy+2+2=15 (1 pont)
ahonnan x+y+z==6 (1 pont)
Az osztaly tanuloi kozll egy diak kivalasztasara 32 lehetdéség van (1 pont)
igy a keresett valoszintseég P = % -0,1875 (1 pont)

Osszesen: 14 pont

14)a) Két szabilyos dobdokockiat egyszerre feldobunk. Szamitsa ki a

kovetkezo két esemény valoszinliségét:

A: a dobott szamok Gsszege prim

B: a dobott szamok osszege oszthatd 3-mal (6 pont)
b) Az 1,2,3,4,5,6 szamjegyekbol véletlenszerien kivalasztunk harom

kiilonbozot. Mennyi a wvalosziniisége annak, hogy a kivalasztott

szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval 4-gyel oszthato

haromjegyu szamot tudunk képezni? (S pont)



2’3 2
Véletlenszeriien kivalasztjuk a négyzet egy belsoé pontjat. Mennyi a
valoszinusége annak, hogy a kivalasztott pont a koordinatatengelyek

és az f :[ﬂ;g] R, f(x)=cosx fiiggvény grafikonja altal hatérolt

c¢) Az ABCD négyzet csicsai: A[u;.u},B[g;n],c(“-“],n(u;f].

tartomany egyik pontja? (S5 pont)

Megoldas:

a)

b)

A dobott szamok dsszege a kdvetkezo esetekben lesz prim: 1+1, 1+2, 1+4,

2+3,1+6, 2+5, 3+4, 5+6. (1 pont)
Az 1+1 eset kivételével mindegyik 6sszeg kétféleképpen valésulhat meg, igy az
A esemeényt 15 elemi esemény valositja meg (1 pont)
Az dsszes elemi esemény 6:-6=236, ezért P(A) = % (1 pont)
A dobott szamok osszege a kovetkezd esetekben lesz 3-mal oszthato: 142,
1+5, 2+4, 3+3, 3+6, 4+5, 6+6. (1 pont)
A 3+3 és a 6+6 esetek egyféleképpen, a tobbi kétféleképpen valosulhat meg,

(1 pont)
igy P(B) =22 (1 pont)
A 36 I

6
A hat szamjegybdl harmat { 3] = 20 kildnbodzdé modon tudunk kivalasztani

(1 pont)
A 4-gyel oszthatosag szabalya alapjan kedvezé esetet kapunk, ha a
kivalasztott harom szamjegy kidzOtt van kettd, amelyekbol 4-gyel oszthato

kétjegyl szam képezhetd (1 pont)

Ezek kozétt négy olyan harmas van, amely nem tartalmaz két megteleld

szamjegyet: (1, 3, 5); (1, 3, 4); (1, 4, 5); (3, 4, 5). (2 pont)

gy a keresett valoszintliség P = i 8 (1 pont)
' 20 20 5

A négyzet és az [ Miggvény grafikonjanak
felvétele kiozelité pontossaggal (1 pont) +7
£

A négyzet tertlete % (1 pont)

A koordinatatengelyek és az [ fliggvény
grafikonja  altal hatarolt tartomany

o
teriilete: Icns xdx = (1 pont)
L)

~ [sin x]2 =$in%—sin0=1 (1 pont)
A valoszinlség kiszamitasanak geometriai

modelljét alkalmazva, a keresett valoszintiség: P = —1,- = i = 0,405 (1 pont)

T

Osszesen: 16 pont



15) A foiskolasok miiveltségi vetélkedoje a kovetkezo eredménnyel zarult. A
versenyen indulé négy csapatbdl a gyoztes csapat pontszama 4/ 3-
szorosa a masodik helyen végzett csapat pontszamanak. A negyedik,
harmadik és masodik helyezett pontjainak szama egy meértani sorozat
harom egymast koveto tagja, és a negyedik helyezettnek 25 pontja van.
A négy csapat kozott kiosztott pontszamok Gsszege 139.

a) Hatarozza meg az egyes csapatok altal elért pontszamot! (8 pont)
Mind a négy csapatnak ot-6t tagja van. A vetélkedo utan az indulo
csapatok tagjai k6zott harom egyforma értéknu konyvutalvanyt sorsolnak
ki (mindenki legfeljebb egy utalvanyt nyerhet).

b) Mekkora a valosziniusége annak, hogy az utalvanyokat harom olyan

foiskolas nyeri, akik mindharman mas-mas csapat tagjai? (5 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Sorozatok 8. feladat
20)
b) Lehetséges (egyenlo valoszind) kimenetelek szama ( 3 Jz 1140 (2 pont)
o
g
Kedvezd kimenetelek szama: [3 ] -57 =300 (2 pont)
5
g s g ow
A kérdezett valoszinuség: O = 0,439 (1 pont)

Osszesen: 13 pont
16) Egy rendezvényre késziilodve 50 poharat tesznek ki az asztalra. A
poharak kézott S olyan van, amelyik hibas, mert csorba a széle.

a) Az egyik felhasznalé az asztalrél elvesz 10 poharat, és ezekbe
iiditoitalt tolt. Szamitsa ki annak a valosziniiségét, hogy legfeljebb
egy csorba széli lesz a 10 pohar kozott! (S pont)

b) A poharakat eloallitéo gyarban két gépsoron késziilnek a poharak,
amelyek kiilsore mind egyformak. Az elso gépsoron gyartott poharak
10%-a selejtes. Szamitsa ki annak a valoészinuségét, hogy az elso
gépsoron  gyartott poharak  koziil 15-6t  véletlenszeriien,
visszatevéssel kivalasztva koziiliikk pontosan 2 lesz selejtes! (4 pont)

c¢) A masodik gépsoron késziilt poharak 4%-a selejtes. Az Gsszes pohar
60%-at az elso gépsoron, 40%-at a masodik gépsoron gyartjak, az
elkésziilt poharakat oOsszekeverik. Az elkésziilt poharak koziil
véletlenszeriien kivalasztunk egyet és azt tapasztaljuk, hogy selejtes.
Mekkora annak a valdsziniisége, hogy ez a pohar az elso gépsoron

készult? (7 pont)
Megoldas:
50}
a) Az egyenlden valoszini kimenetelek szama; [ (1 pont)
. . 45% (45)\(5
A kedvezd kimenetelek szama: + (2 pont)
10 9 1
(45 45%(5)
10)t 9 )l J
A kérdezett valoszinlseég - T (1 pont)

(10

=0,742 (1 pont)



b) 0,9 annak a valészinusége, hogy az elsé gépsoron készult (1 pont)

15 1 .
A kérdezett valoszinliség [ 5 ] 0,1°.0,9" = (2 pont)
LY
~ 0,267 (1 pont)
c) Jeldlje A azt az eseményt, hogy az elsd gépsoron késziilt a pohar, B pedig azt
az esemeényt, hogy selejtes a pohar (1 pont)
P(AB)
PlAIB|=——— 1 pont
(A|B) P(B) (1 pont)
P{AB)=0,6-0,1=0,06 (1 pont)
Ha osszesen n pohar van, akkor 0,6-n-0,1+0,4-n-0,04=0,076ndarab
selejtes van koztiak (2 pont)
; , . e ey e 76
Egy selejtes valasztasanak valoszinusége P(B) = 95,076r =0,076 (1 pont)
i
Tehat P(A|B)= .95 _ 9,789 (1 pont)
0,076

Osszesen: 16 pont

17) Egy varos 18 étterme kdoziil 11-ben reggelit, 11-ben vegetarianus meniit
lehet kapni, és 10-ben van felszolgalas. Mind a 18 étterem legalabb egy
szolgaltatast nyijt az elé6zé harom koziil. Ot étteremben adnak reggelit,
de nincs vegetarianus menii. Azok koziil az éttermek koziil, ahol
reggelizhetiink, 6tben van felszolgalas. Csak egy olyan étterem van, ahol
mindharom szolgaltatas megtalalhato.

a) Hany étteremben ehet vegetarianus meniit kapni, de reggelit nem?

(S pont)
b) Hany olyan étterem van, ahol felszolgalnak vegetarianus meniit?
(6 pont)

c¢) A Kiskakas étteremben minden wvendég a fizetés utan
nyereménysorsolason vehet részt. Két urnat tesznek elé, amelyekben
golyocskak rejtik a varos egy-egy éttermének nevét. Az A urnaban a
varos oOsszes vendéglojének neve szerepel, mindegyik pontosan
egyszer. A B urnaban azoknak az éttermeknek a neve talalhato -
mindegyik pontosan egyszer - amelyikben nincs felszolgalas. A
vendég tetszés szerint huzhat egy golyot. Ha a huzott étteremben
van reggelizési lehetoség, akkor a vendég egy heti ingyen reggelit
nyer, ha nincs, nem nyer. Melyik urnabél hiazva nagyobb a nyerés
valésziniusége? (S pont)

Megoldas:
a) Lasd: Halmazok 5. feladat

b) Lasd: Halmazok 5. feladat

c) Osszesen 18 étterem van, ebbdl 11-ben lehet reggelizni. Az Osszes cimet
tartalmazo A urnabol hazva % = (0,61 a nyerés valoszinlisége (2 pont)
A 8 onkiszolgalo étterem koziil 6-ban lehet reggelizni, igy a B urnabol huzva
g =0,75 a nyerés valoszintsége (2 pont)

tehat a B urnabol érdemes hizni. (1 pont)
Osszesen: 16 pont



18) A kovetkezo tablazat egy 30 fos kilencedik osztaly elso félév veégi
matematikaosztalyzatainak me_gnszlﬁsit mutatja.

Erdemjegy | B 9 3 2 1

Tanulék szama 4 T 9 8 2
a) Abrazoljik az eredmények eloszlasit oszlopdiagramon! (3 pont)
b) Mennyi a jegyek atlaga? (2 pont)

c) Véletlenszeriien kivalasztjuk az osztaly egy tanuldjat. Mi a
valosziniisége annak, hogy ez a tanuldé legalabb 3-ast kapott félév

végén matematikabol? (3 pont)

d) Keét tanulot veéletlenszerien kivalasztva mennyi a valoszinuseége

annak, hogy érdemjegyeik osszege oszthatdé 3-mal? (8 pont)
Megoldas:

a) Ldasd: Statisztika 6. feladat
b) Lasd: Statisztika 6. feladat
c) Legalabb 3-ast 447+9=20 tanuldo kapott, igy a kérdéses valoszinuség
20 2
P=—=— 3 pont

30 3 (3 pont)

i

30
d) Az osztalybol 2 tanuld kivalasztasara 3 J—- 435 lehetoséglink van. (2 pont)

A kivalasztott tanulok osztalyzatainak G&sszege 3-mal oszthato, ha az

osztalyzatok: (1,2),(1;5),(2;4),(3:3),(4;5) (2 pont)
g“.
A kedvezod esetek szama: 2-8+2-4+8.7+ [2J+T-4 =144 (2 pont)
A keresett valoszintiség P = 10 228 = 0,33 (2 pont)
435 145

Osszesen: 16 pont

19) Egy automatabol 100 Ft értéku ital kaphato, s az automataba ecsak 100
Ft-os érme dobhato be. Az italautomata gyakran hibasan mikodik.
160 kisérletet végezve azt tapasztaljuk, hogy
- az esetek 18,75%-aban az automata elnyeli a pénzt és nem ad italt,
90 esetben visszaadja a 100 forintost, anélkiil, hogy italt adna
- 30 esetben italt is ad és a 100 Ft-os érmét is visszaadja
- és csak a fennmarado esetekben miikodik rendeltetésszeriien
a) Mekkora annak az esélye az adatok alapjan, hogy egy szazast

bedobva az automata rendeltetésszeriien fog mikodni? (4 pont)
b) Minek nagyobb az esélye: annak, hogy ingyen ihatunk, vagy annak,
hogy rafizetiink? (S pont)
c¢) Varhatoan mennyi lesz a rafizetése annak, aki 160-aszor proébal
vasarolni ennél az automatanal? (4 pont)
Megoldas:
a)
___ Pénzyvisszaadja . Penzielnyeli
[talt nem ad [talt ad | Italt nem ad [talt ad
30 90 160-0,18¥5 =30 10
A 18,75% kiszamitasa (1 pont)
10 esetben muikédik jol, a pénzt elnyeli és ad italt (1 pont)
Annak az esélye, hogy jol mikddik 9 0,0625 (2 pont)

160



b) 160 esetbdl 30-ban az ital mellé visszakapjuk a pénzt is, tehat % =0,1875

valoszinuséggel ingyen jutunk italhoz (2 pont)
Rahzetink, ha nem kapjuk wvissza a pénzt és I1talt sem kapunk. Ennek
valészintisége: % - 0,1875 (2 pont)
Tehat ugyanakkora a valészinuségiik (1 pont)
c) A 160 esetbél 120 esetben visszaadja a pénzt (2 pont)
Mivel pontosan 40 esetben kapok italt, igy a rafizetés 0 Ft, azaz nincs
rafizetés (2 pont)

Osszesen: 13 pont

20) A domindkészleten a dominékévek mindegyikén az egy-egy ,térfélen”
elhelyezett pottyok szama O-tol egy megengedett maximalis értékig
barmilyen természetes szam lehet. A dominékovek két felén e szamok
minden lehetséges pirositasa szerepel. Nincs két egyforma ko a
készlethen.

a) Igazolja, hogy ha a pottybk maximalis szama 7, akkor a
dominokészlet 36 kobol all. (S pont)
b) A 36 kobol allé domindkészletbol véletlenszeriien kivalasztottunk
egy kovet. Mennyi a valdszinlsége, hogy a kivalasztott ko két
wtérfelén” lévo pottyok szamanak dsszege 87 (3 pont)
c) A 36 kobol allo domindkészlethol ezuttal két kivet valasztottunk ki
véletlenszeriien. Mennyi a valoszinisége annak, hogy a két
dominoko a jaték szabidlyai szerint egymashoz illesztheto? (Két
dominékoé osszeillesztheto, ha wvan olyan ,térfeliik”, amelyen a
pottyok szama ugyanannyi.) (8 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Kombinatorika 22. feladat
b) Egy ké két térfeléen” levo pottyok szamanak osszege 8 a kovetkezdképpen

lehet: (1;7),(2;6),(3;5),(4:4) (1 pont)

tehat négyléleképpen (1 pont)
o 4 1

A keresett valoszinliség P=—=— 1 pont

&5 =36 9 (1 pont)

8
¢) 8 olyan domind van, amelynek egyik térfelén nincs tipp. Ezek kdzil 2 db (2] -

feleképpen valaszthato ki (2 pont)
3
A 8 olyan dominé kdzilil, amelyiknek egyik térfelén 1 db potty van (2}—

8
feleképpen valaszthatdo ki 2 db. Ezt a gondolatmenetet folytatva (2}

feleképpen valaszthato ki 2 db azon 8 dominé kozil, amelyiknek az egyik
térfeléen 7 potty van (2 pont)

(2

A kedvezd esetek szama 8- [8] (1 pont)

¥

36
Az Osszes esetek szama { ] (1 pont)



B'[z]_lﬁ
[35x 45
2

A keresett valoszinlség (2 pont)

Osszesen: 16 pont

21) Egy 1j tipusi sorsjegybol 5 millic darab keésziilt, — e

_sorsjegy (db) | nyeremeny (F1)

egy sorsjegy ara 200 Ft. Minden egyes sorsjegyen || 10 0410 000
vagy a ,Nyert” wvagy a ,Nem nyert” felirat 10 ', 50 000 |
talialhaté, és a nyertes sorsjegyen feltiintetik a TE‘: s “I':::}::
nyertes szelvény tulajdonosa altal felveheto —; ]
tdsszeget is. A gyartas sordn a mellékelt tablazat | |ooooon | 200 |

szerinti eloszlasban késziilt el az 5 millié sorsjegy. |17 1% 8
a) Ha minden sorsjegyet eladnanak és a nyertesek minden nyereményt
felvennének, akkor mekkora lenne a sorsjegyek eladasabdl szarmazo

bevétel és a kifizetett nyeremény kiilonbozete? (3 pont)
b) Aki a kibocsatas utan az elso sorsjegyet megveszi, mekkora
valoszinluséggel nyer a sorsjegy aranal tobbet? (4 pont)

c) Szamitsa ki, hogy ebben a szerencsejatékban az elso sorsjegyet
megvasarlé személy nyereségének mennyi a wvarhaté értéke! (A
nyereség varhaté értékének kiszamitasihoz nemesak a megnyerheto
osszeget, hanem a sorsjegy arat is figyelembe kell venni.) (4 pont)

Megoldas:

a)
bj

c)

Lasd: Szoveges feladatok 11. feladat
Az 5 millio sorsjegy barmelyikét egyenlo valoszinuséggel huzhatjuk
A kedvezd esetek szama 550844 (2 pont)

Tehat a keresett valoszinuség: p = % = 0,11 (2 pont)
Lasd: Szdveges feladatok 11. feladat

Osszesen: 11 pont

22) Adott két parhuzamos egyenes, e és f. Kijeloliink e-n 5, f-en pedig 4

kiilonb6zo pontot.

a) Hany (e-tol és f-tol is kiilonbtzo) egyenest hataroz meg ez a 9 pont?
Hany olyan haromszog van, amelynek mindharom csiicsa a megadott
9 pont kozill keriil ki? Hany olyan négyszog wvan, amelynek
mindegyik csiicsa a megadott 9 pont kéziil keriil ki? (11 pont)

b) A 9 pont mindegyikét véletlenszeriien kékre vagy pirosra szinezzik.
Mekkora a valoszinlisége annak, hogy az e egyenes 5 pontja is azonos

szinu és az fegyenes 4 pontja is azonos szinii lesz? (5 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Kombinatorika 23. feladat
b) Az egyenlden valoszini szinezések szama; 29 (2 pont)
Az e egyenesen és az [ egyvenesen is kétféleképpen lehet egyforma szini az
Osszes megjeldlt pont (1 pont)
Tehat 4 kedvezd eset van (1 pont)
oo s o2 4
A kerdezett valoszinUseég igy: 29 = 0,0078 (1 pont)

Osszesen: 16 pont



23) Egy iizemben 4000 cm3-es, négyzet alapl, egyenes hasab alaknd, feliil
nyitott siitoedények gyartasat tervezik. Az edények kiilso feliiletét
tiizalld zomancfestékkel vonjak be. (A belso feliilethez mas anyagot
hasznalnak.)

a) Szamitsa ki, mekkora feliilletre kellene tizallé zomancfesték egy
olyan edény esetén, amelynek oldallapjai 6,4 cm magasak! (3 pont)
b) Az iizemben végiil Ggy hataroztik meg az edények méretét, hogy a
gvartasukhoz a leheto legkevesebb zomancfestékre legyen sziikség.
Szamitsa ki a gyartott edények alapélének hosszat! (9 pont)
c) Minoségellenorzési statisztikak alapjan ismert: 0,02 annak a
valosziniusége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott edény selejtes.
Egy aruhazlancnak szallitott S50 darabos tételben mekkora
valoszinuséggel lesz pontosan 2 darab selejtes? (4 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Térgeometria 15. feladat
b) Lasd: Térgeometria 15. feladat
c) Egy edényt véletlenszerien kivalasztva az 0,02 valoszintséggel lesz selejtes,

tehat 0,98 valoszinlséggel jo. (1 pont)
A keérdeéses valoszinuség a binomialis eloszlas alapjan szamolhato (1 pont)
50 "

P(2 selejtes}=[ 3 ]-D,DEIE‘ .0,98% (1 pont)
P(2 selejtes) = 0,186 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

24)

a) A kovetkezo két allitasrol dontse el, hogy igaz vagy hamis. Valaszait

indokolja! (6 pont)
« Van olyan étponti egyszeri graf, amelynek 11 éle van.

« Ha egy Otponti egyszeri graf minden csiesa legalabb
harmadfoki, akkor biztosan van negyedfoki csticsa is.

b) Az A, B, C, D és E pontok egy otponti teljes graf csicsai. A graf élei
koziil véletlenszeriien beszineziink hatot. Mekkora a valoszinusége
annak, hogy az A, B, C, D, E pontokbdl és a szinezett élekbol allé graf
nem lesz osszefliggo? (10 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Grafelmélet 2. feladat
b) Ha ugy szineztlink be 6 élt, hogy kaptunk egy négyponti teljes részgrafot és

egy izolalt pontot, akkor ez a graf nem 0Osszefliggd, tehat jo. (2 pont)
Masképp nem kaphattunk nem osszefliggd grafot, hiszen ha egy két- és egy
haromponit komponense lenne, akkor legleljebb 4 €l lehetne. (2 pont)
Az elso tipushoz oOtféleképpen valaszthatjuk ki az izolalt pontot, és ez mar
meghatarozza a 6 beszinezheto élt, tehat az ilven grafok szama 5. (2 pont)
Az otpontu teljes grafnak 10 éle van. (1 pont)
10
Ezek kozul [ 6 J féleképpen valaszthatjuk ki a 6 kiszinezendd élt. (2 pont)
TR " 35
A keresett valoszintseég tehat p = - 5 = 0,024 . (1 pont)

Osszesen: 16 pont



25) Egy épitokészletben a rajzon lathatd négyzetes hasab

illeszkedését az egyik elem tetején kiemelkedo negy
egyforma kis henger és a masik elem aljan lévo nagyobb
henger szoros, érintkezo kapcsolata biztositja. (Ez azt
jelenti, hogy a hengerek tengelyére mercleges .
sikmetszetben a nagyobb kort érinti a négy kisebb kor, =
amelyek kozéppontjai egy négyzetet hatarozmak meg.)
Tudjuk, hogy a kis hengerek sugara 3 mm, az egymas
melletti kis hengerek tengelyének tavolsaga pedig 12 mm.
a) Mekkora a nagyobb henger atmérdje? Valaszat milliméterben, két
tizedesjegyre kerekitve adja meg! (5 pont)
A készletben az épitoelemek kék vagy piros sziniiek. Péter 8 ilyen
elemet egymasra rak ugy, hogy tébb piros szinii van kéztiik, mint kék.
Lehet, hogy csak az egyik szint hasznalja, de lehet, hogy mindkettot.
b) Hanyféle kiilonb6zo szin oOsszeallitasi 8 emeletes tornyot tud

alaki elem is megtalalhaté. Két ilyen épitoelem / 6)

épiteni? (4 pont)
A gyarban (ahol ezeket az épitoelemeket készitik) nagyon iigyelnek a
pontossagra.

Egymillié épitoelembol atlagosan csupan 20 selejtes. Andras olyan
készletet szeretne viasarolni, melyre igaz a kiévetkezd allitds: 0,01-nal
kisebb annak a valosziniisége, hogy a dobozban talalhaté épitoelemek
kozott van selejtes.

c) Legfeljebb hany darabos készletet vasarolhat Andras? (7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Térgeometria 17. feladat
b) A piros elemek szama 5, 6, 7 vagy 8 lehet (1 pont)
8
Ha a piros elemek szama k, akkor az épithetd tornyok szama [k] (1 pont)
Igy az ilyen tornyok szama Osszesen;
(H] 1 (BJ " f8]+[.8\‘| =(56+28+8+1)=93 (2 pont)
P da” R
c) Annak a valoszinuseége, hogy egy kivalasztott kocka nem selejtes
LH000N0 ~29 0,99998 (1 pont)
1000000
Annak a valoszinusége, hogy egy n kockat tartalmazo dobozban egyik kocka
sem selejtes 0,99998" (1 pont)

Ha annak a valoszinusége, hogy a dobozban van selejtes kisebb 0,01-nal,
akkor annak a valoszinusége, hogy a dobozban nincs selejtes, legalabb 0,99

(1 pont)
Megoldando a 0,99998" = 0,99 (n e ) (1 pont)
A logaritmus flggveény szigorl monotonitasa miatt
n-lg0,99998 = 10,99 (1 pont)
Ebbol n < —B222 _ . 502,5 (1 pont)
g 0,99998
Tehat Andras legfeljebb 502 darabos készletet vehetett (1 pont)

Osszesen: 16 pont



26) Egy dobozban 17 darab egyforma sugaria golyé van. A golyok koziil 8

darab sarga és 9 darab zold.

a) Visszatevés nélkiil kihtzunk a dobozbol 3 golyot. Mennyi annak a
valoszinlusége, hogy a kihuzott 3 golyo egyszini? (4 pont)

b) Ha thgy hizunk ki a dobozbél 5 golyot, hogy a kivett golyot minden
egyes huzas wutan visszatessziilk, akkor mennyi annak a
valoszinusége, hogy 3 alkalommal sarga golyot, 2 alkalommal pedig
zold golyot hazunk? (4 pont)

c) A golyok meg vannak szamozva 1-tol 17-ig. Mennyi annak a
valoszinusége, hogy visszatevés nélkiil 3 golyot kihizva a golyokon
talalhato szamok Osszege oszthatdo 3-mal? (8 pont)

Valaszait harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

Megoldas:

a)

bj

17
Az Osszes kithuzasi lehetdségek szama ( 3 ] (1 pont)

8 9
Harom sarga golyot [3] feleképpen, harom =zdldet pedig [3] féleképpen

htzhatunk ki (1 pont)
o] 9
A kedvezd esetek szama igy [3] + [3] (1 pont)
8 9
+
I 3 7
A keresett valoszinlség = = 0,206 (1 pont)
(l?] 34
3

Sarga golyo huzasanak valészintuseége 75
7

Zold golyd hnizasanak valoszintsége % (1 pont)

A kérdéses valoszinliség binomialis eloszlast kovet (1 pont)
5 ¢ B A 4 g 4

Ezért p= } —] [—] = 0,292 2 pont

E [3 17/} \17 ’ 2 e

A kihtizott harom szam oOsszege pontosan akkor oszthato 3-mal, ha vagy
mindharom ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva, vagy 3-as maradékaik
paronként kiilonboézik (2 pont)
0 maradékot a 3, 6, 9, 12, 15 szamok adnak, koézullik harom szam huzasa a

D
kavetkezd képen lehetséges: [ 3} (1 pont)
. ; ; B e
1 maradékot adnak az 1, 4, 7, 10, 13, 16 szamok, itt [3] feleképpen
lehetséges, mint a 2 maradeékot ado 2, 5, 8, 11, 14, 17 esetében (2 pont)
A paronkeént kiilénbdzé maradékot ado hizasok szama 5-6° (1 pont)

3 .
A kedvezo esetek szama [3]+ 2[2] +5:6° (1 pont)



Al
Mivel az 0sszes esetek szama 3 |, ezért a keresett valoszinuseg:
/
230
= —=0,338 1 pont
P=2g0 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

27) Egy iskola alapitvanyi baljan a korabban szokasos tombolahizas helyett

egy egyszerii lottohuzast szerveznek. A szelvényt vasaroloknak az elso
tiz pozitiv egész szam koziil kellett 6tot megjeldlniiik. Hazaskor ot
szamot sorsolnak ki (az egyszer mar kihiuzott szimokat nem teszik
vissza). Egy lottoszelvény 200 Ft-ba keriil. Egy telitalalatos szelvénnyel
5000 Ft eértéku, egy négytalalatos szelvénnyel 1000 Ft értéku, az
alapitvany altal vasarolt kényvutalvanyt lehet nyerni. Négynél kevesebb
talilatot elérd szelvénnyel nem lehet nyerni semmit.

a) Hatarozza meg annak a valdszinuségét, hogy a legkisebb kihhzott

szam 3. (3 pont)
b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a szamokat névekvo sorrendben
hizzak ki? (4 pont)

Az a) és b) kérdésekre adott valaszait harom tizedesjegyre kerekitve adja
meg!
c) Szamolassal igazolja, hogy (harom tizedesjegyre kerekitve) a
telitalalat valosziniisége 0,004, a négyes talalat valoszinusége 0,099,
(4 pont)
d) Ha a huazas elott 240 szelvényt adtak el, akkor mekkora az
alapitvany lottohnuzasbhol szarmazo hasznanak varhato értéke?(5 pont)

Megoldas:

a)

b)

10
Az Osszes eset szama [ 5 ){= 252), a kedwvezo esetek szama { Jt: 35), (2 pont)

. |

igy a kérdéses valoszinlség: p=-

(5)

=0,139 (A 13,9% is elfogadhato

valaszként) (1 pont)
Barmelyik ot szam huzasa esetén barmelyik huzasi sorrend egyenléen
valoszin, (1 pont)
Adott 6t szam esetén ezek szama 5!(=120), (1 pont)
Ezek koztl egy hazasi sorrend novekvo. (1 pont)
A keresett valoszinuseég p = %#—D,Dﬂﬂ. (1 pont)
- y 1 1
A telitalalat valoszintsége: p. = — = 0,004 1 pont
\5
.-"5.hl
Négy talalat esetén a kedvezo esetek szama: [4} [ 1 J =25, (2 pont)
: - : 5 g o 43 25
igy a négy talalat valoszintsége: p, = = =0,099 (1 pont)

10y 252
5



d)

A szelvények eladasabdl szarmazo bevetel: 240200 = 48000 (Ft) (1 pont)
Egy szelvényre vonatkozoan a kiadas varhato értéke:
p- 5000+ p, -1000 = 0,004 -5000 + 0,099-1000 =119 (Ft) (2 pont)
Az eladott dsszes szelvényre a kiadas varhato értéke: 240-119 = 28560 (Ft)

(1 pont)

lgv az alapitvany hasznanak varhato értéke: 48000 - 28560 = 19440 Ft
(1 pont)
Osszesen: 16 pont

28) Egy korvonalon felvettiink 6t pontot, és behiiztuk az altaluk

meghatarozott 10 hart. Jeldlje a pontokat pozitiv koriiljarasi iranyban
rendre A, B, C, D és E.

a) Véletlenszeriien kivalasztunk 4 hirt. Mennyi annak a valésziniisége,

hogy ezek a hiirok egy konvex négyszoget alkotnak? (4 pont)

b) Hanyféleképpen juthatunk el a hiarok mentén A-bél C-be, ha a B, D,

és E pontok mindegyikén legfeljebb egyszer haladhatunk at? (Az A

pontot csak az it kezdetén, a C pontot csak az at végén érinthetjiik.)

(4 pont)

c¢) A 10 hir mindegyikét kiszinezziik egy-egy szinnel, pirosra vagy

sargara, vagy zoldre. Hany olyan szinezés van, amelyben mindharom

szin elofordul? (8 pont)

Megoldas:

a) Akkor kapunk négy megfelelé hart, ha a végpontjaik kézott az 6tbdl pontosan
négy kalonbdzd szerepel. A koruljarasi iranynak megfeleloen minden
kivalasztott pontnégyeshez pontosan egy konvex negyszog tartozik. (1 pont)
Ot pontbal négyet otféleképpen lehet kivalasztani, ezért a kedvezd esetek
szama 5, (1 pont)

10
Az Hsszes eset szama: [ : (1 pont)
!
A keresett valoszinliség: p = - T % (=~ 0,024). (1 pont)
10 42
4
b) Lasd: Kombinatorika 27, feladat
c) Ldsd: Kombinatorika 27. feladat

Osszesen: 16 pont

29) Egy iizemben olyan digitalis miiszert gyartanak, amely kétféle adat

meérésére alkalmas: tavolsagot és szoget lehet vele meghatarozni. A
gyartosor meghibasodott, de ezt hosszabb ideig nem vették észre.
Ezalatt sok méroeszkozt gyartottak, am ezeknek csak a 93%-a adja meg
hibatlanul a szoget, a 95%-a méri hibatlanul a tavolsagot, sot a gyartott
méroeszk6zok 2%-a mindkét adatot hibasan hatarozza meg.

a) Az egyik minoségellenor 20 darab miuszert vizsgal meg visszatevéses
mintavétellel a meghibasodasi idoszak alatt késziilt termékek koziil.
Mekkora annak a valosziniisége, hogy legfeljebb 2 darab hibasat talal
kozottiik? (Egy miiszert hibasnak tekintiink, ha akar a szdget, akar a
tavolsagot hibasan méri.) (7 pont)



Vizszintes, sik terepen futé patak tilpartjin allo fa mapgassagat kell
meghataroznunk. A sikra merdlegesen allo fat megkozeliteni nem
tudjuk, de van egy kisméretii, digitalis miiszeriink, amellyel szoget és
tavolsagot is pontosan tudunk mérni. A patakparton kituzziik az A és B
pontokat, amelyek 10 méterre vannak egymastol. Az A pontbél 55°-o0s, a
B-bél 60° -os emelkedési szog alatt latszik a fa teteje. Szogmeéréssel még

megallapitjuk, hogy ATB< = 90", ahol T a fa ,talppontja”.

b) Milyen magas a fa? (9 pont)

Megoldas:

a) A muszerek 7%-a hibasan méri a szoget, 5%-a pedig hibasan méri a
tavolsagot. (1 pont)
Mivel a mmiszerek 2%-a mindkét adatot hibasan meéri, ezért a hibas muszerek
aranya:
o+ {—=2=10% (1 pont)
Egy hibatlan miszer valasztasanak valészintsége tehat 0,9, (1 pont)
Akkor lesz koztik legfeljebb 2 hibas, ha a hibas muiszerek szama 0, 1 vagy 2.

(1 pont)
Annak a valoszintsége tehat, hogy a 20 kivalasztott muszer kozott legfeljebb
n |20 20) "
2 hibas lesz: 0,9%° + ]-D,qu 0,14 0,9'%.0,1°. (2 pont)
\ !
A kerdezett valoszinlség megkozelitoleg 0,677, (1 pont)
b) Ldsd: Térgeometria 21. feladat

30) Kovacs 1r a tetoterébe egy téglatest alakn beépitett szekrényt készittet.

Két vazlatot rajzolt a terveirol az asztalosnak, és ezeken feltiintette a
tetotér megfelelo adatait is. Az elso vazlat ,térhatasi”, a masodik pedig
elélnézetben abrazolja a szekrényt.

A tetotér adottsagai miatt a szekrény mélységének pontosan 60 cm-nek

kell lennie.

a) Mekkora legyen a szekrény vizszintes és fiiggoleges mérete (azaz a
szélessége és a mapgassaga), ha a leheté legnagyobb térfogati
szekrényt szeretné elkeészittetni? (A magassag, a szélesség és a
meélység a szekrény kiilso méretei, Kovacs ur ezekkel szamitja ki a
térfogatot.) (8 pont)

A szekrény elkésziilt. Az akasztos részébe Kovacs 0r vasarnap este 7

inget tesz be, a hét minden napjara egyet-egyet. Az ingek kozott van 2

fehér, 2 vilagoskék és 3 sarga. Reggelente nagyon siet, ezért Kovacs 1ur

csak benyill a szekrénybe, és anélkiil, hogy odanézne, véletlenszeriien
kivesz egy inget.

b) Mennyi a valosziniusége annak, hogy a hét elso harom napjan vagy
harom kiilonbt6zo szini vagy harom egyforma szini inget valaszt?
(Ha valamelyik nap viselt egy inget, azt utana mar nem teszi vissza a
szekrénybe.) (8 pont)

Megoldas:

a)

Ldasd: Tergeometria 22. feladat



b) Az azonos szind ingeket megkalonboztetve az elsé harom napon 7:-6-5=210

kulonbozo lehetdség van a harom ing kivalasztasara, (1 pont)
Kedvezd esemény az, ha valamilyen sorrendben mindegyik szinbdl pontosan
egyet vagy harom sarga inget valasztott Kovacs ur. (1 pont)
Egy adott szinsorrendben 2.2.3=12 kalonbdzdé modon lehet harom inget
kivalasztani. (1 pont)
Harom adott szin sorrendje 3!-féle lehet, tehat harom kulénbdzé szind inget
2-2.3-3!1 =72 kilonbdzo modon valaszthat ki Kovacs ur, (2 pont)
A harom sarga inget 3! kilonbozé sorrendben valaszthatja ki. (1 pont)
A kedvezo esetek szama:

2:2:3:34+31=78. (1 pont)
A kérdezett valoszinuség tehat: ;1% = ;—2} = 0,371, (1 pont)

Osszesen: 16 pont

31) Egy kereskedocég bevételei két forrasbél szarmaznak: bolti arusitasbél
és internetes eladasbol. Ebben az évben az internetes arbevétel 70%-a
volt a bolti arbevételnek. A cég vezetol arra szamitanak, hogy a
kovetkezo években az internetes eladasokbol szarmazdé arbevétel évente

az elozo évi internetes arbevétel 4%-aval no, a bolti eladasokbol
szarmazo arbevétel viszont évente az elozo évi bolti arbevétel 2%-aval

csikken.
a) Szamitsa ki, hany év miilva lesz a két forrasbél szarmazé arbevétel
egyenlo! (8 pont])

A cég ligyfélszolgalatanak hosszi idoszakra vonatkozo adataibol az

deriilt ki, hogy atlagosan minden nyolcvanadik vasarlo tér vissza késobb

valamilyen mindségi kifogassal.

b) Hatarozza meg annak a valoszinuségét, hogy 100 vasarlo koziil
legfeljebb kettonek lesz késobb minoségi kifogasa! (6 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Széveges feladatok 21. feladat

b) Annak a valoszinusége, hogy egy vevd reklamal: é ,
annak a valészintsége, hogy nem reklamal: % (1 pont)
P (legfeljebb 2 reklamal ) = P(senki nem reklamal) + (1 pont)
P(1 reklamal ) + P(2 reklamal ) =
70" (100Y( 1 Y(79Y" (100Y/ 1 Y [/79)"
[—] i {—](—] i J(— (—] = (3 pont)
80 1 80 /1 80 2 B'DJ 80
(~0,2843 + 0,3598 + 0,2255) ~ 0,87 (1 pont)

Osszesen: 14 pont
32) Eva egy 7 x 7 -es tablazat bal fels6 mezé6jétél kezdve, 1 1 T T T
balrél jobbra haladva, sorrél sorra beirta egy —
szamtani sorozat elso 49 tagjat agy, hogy a tagck
sorrendjét nem valtoztatta meg. (A sorozat 1. tagjaa — —
bal fels6 sarokba keriilt, a 8, tag a méasodik sor elsd
mezojébe, a 49, tag pedig a jobb alsé sarokban all.)




a) Mennyi a tablazatba irt 49 szam osszege, ha Eva a harmadik sor
harmadik mezojébe 91-et, az otodik sor otodik mezojébe pedig a 11-
et irta? (S pont)

Péter a tablazat minden sorabol kivalasztja a szamtani sorozat egy-egy

tagjat gy, hogy a hét kivalasztott szam koziil semelyik ketto ne legyen

egy oszlopban.
b) Igazolja, hogy akarhogyan is valasztja ki Péter igy a szamokat, a hét
szam osszege minden esetben ugyanannyi lesz! (6 pont)
c¢) Hatarozza meg annak a valosziniiségét, hogy a 91 és a 11 is a Péter
altal kivalasztott szamok kozott lesz! (S pont)
Megoldas:

a) Ldsd: Sorozatok 22, feladat

b) Ldsd: Sorozatok 22. feladat

c) Péter 6sszesen 7! = 5040-féleképpen valaszthat ki a tablazatbol szamokat a
megadott szabaly szerint. (1 pont)
Ha a 91 és a 11 is a kivalasztott szamok kozt van, akkor az elsé sorbdl 5-

feleképpen valaszthat, ezutan a masodikbol 4-féeleképpen, a negyvedikbol 3-
[éleképpen, a hatodikbdl 2-féleképpen, a hetedikbdl pedigl-féleképpen.

(1 pont)

Ez 5!=120 lehetoség. (1 pont)
L ) . 120

A kérdeéses valoszinuseg 1 = 1 pont

81 = 5 (1 pont)

= 0,024 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

33) Szétgurult 20 darab tojas az asztalon. Koziililk 16 tojas ép maradt, de 4
tojasnak alig észrevehetoen megrepedt a héja. Bori ezt nem vette észre,
igy visszarakosgatja a tojasokat a ket tojastartoba. Eloszor a sarga
tartoba tesz tizet, majd a fehérbe a tobbit.

a) Mekkora annak a valoszinuisége, hogy mind a 4 hibas tojas ugyanabba
a tartoba keriil? (S pont)
Csenge sokszor vasarol tojasokat a sarki iizletben. Megfigyelése szerint a
tojasok koziil atlagosan minden otvenedik torott. (Ezt gy tekintjiik,
hogy a tojasok mindegyike 0,02 valésziniiséggel torott.)
b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy 10 tojast tartalmazo
dobozban egynél tobb torott tojast talal Csenge? (5 pont)
Egy csomagoloiizembe két termelo szillit tojasokat: az osszes tojas 60%-
a szarmazik az A, 40%-a a B termelotol. Az A termelé arujanak 60%-a
elso osztalyn, 40%-a masodosztalyt, a B termelo arujanak 30%-a elso
osztalyi és 70%-a masodosztalyi. Az oOsszes beszallitott tojas koziil
véletlenszeriien kivalasztunk egyet, és azt elso osztalynunak talaljuk.
c) Mekkora a valoszinisége, hogy az A termeld arujabol valéo a

kivalasztott tojas? (6 pont)



Megoldas:

a)

bj

A 4 hibas és 6 ép tojas a sarga tojastartoba 6

kertilhet, (1 pont)

4\ (16
3 [ ]:BGGS—félﬁképpen

20
Az Osszes esel szama: [l{}] = 184756 (1 pont)
Annak a wvaloszinuseége, hogy mind a 4 tojas a sarga dobozba

(4]_['16)
A4)L6)
ﬁ =0,0433. |:1 pDTlt]
10

Mivel a 4 hibas tojas a fehér tojastartoba is kerulhet, ezért a kérdéses

keriil: p =

valoszinuség ennck kétszerese, azaz kozelitdleg 0,087. (2 pont)
Annak a valoszinuseége, hogy egy tojas ép: 0,98, (1 pont)
Annak a wvaloszinusége, hogy Csenge nem talal tordtt tojast a dobozban:
0,98'"" (= 0,817). (1 pont)
Annak a valdszintsége, hogy Csenge egy darab tordtt tojast talal a dobozban:
10 ;

( ; ]-D,QS’-D,DE(:: 0,167). (1 pont)
Igy a kérdéses valoszintiség: p=1-0,98" -10-0,98".0,02 = (1 pont)
= 0,016. (1 pont)
Az A beszallitotol szarmazo elsé osztalyu tojasok szama az dsszesnek 36%-a.

(1 pont)
A B beszallitotol szarmazo elsd osztalya tojasok szama az osszesnek 12%-a.

(1 pont)
Az Osszes beszallitott tojasnak a 48%-a elso osztaly. (1 pont)
Az elsd osztalyn tojasok %% -100% = 75% -a szarmazik az A beszallitotol.

(2 pont)
A kérdezett valoszinuseég tehat 0,75. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

34) Dani sportlovészedzés jar, ahol koronglévészetet tanul. AZ elso félev

végén kideriilt, hogy meég elég bizonytalanul céloz: hasz lévésbol
atlagosan otszodr talalja el a repiilo agyagkorongot. (Tekintsiik ezt ugy,

hogy minden lovésnél % az esélye annak, hogy Dani talidlatot ér el.)

a) Mekkora annak az esélye az elso félév végén, hogy nyolc egymas
utin leadott lovésbél legalabb haromszor célba talil? Valaszat harom
tizedesjegyre kerekitve adja meg! (S pont)

b) Az elso félév végén legalabb hany egymas utan leadott livés kell
ahhoz, hogy Dani legalabb 95%-0s eséllyel legalabb egyszer eltalalja a
repiilo korongot? (6 pont)

A rendszeres edzéseknek kiészonhetéen Dani eredményessége javult. A

masodik félév végén mar 0,72 volt annak a valdésziniisége, hogy harom

egymas utin leadott l16vésbol pontosan egy vag pontosan két talalatot ér
el.



c¢) Szamitsa ki, hogy a masodik félév végén mekkora valosziniséggel ér

el talalatot egy l6vésbal Dani! (5 pont)
Megoldas:

a) P(legalabb 3 talalat) = 1-[ P(0 talalat)+ P(1 talalat)+ P(2 talalat)|= (1 pont)
P(0 talalat)=0,75" (= 0,1001) (1 pont)
(1 talalat) = { ] 0,25-0,75" (= 0,2670) (1 pont)
P(2 talalat) = [ J 0,25-.0,76" (= 0,3115) (1 pont)
P(legalabb 3 talalat)= 0,321 (1 pont)
b) P(leaglabb 1 talalat)=1- P(0 talalat) (1 pont)
1-,75" 2 0,95 (1 pont)
rendezve 0,75" <0,05 (1 pont)
n-1lg0,75<1g0,05 (1 pont)

; : 120,05
Mivel 1g0,75<0, i n=——=10,41 1 pont
( g0, 2y) 1g0.75 (1 pont)
Daninak legalabb 11 lévésre van sziiksége. (1 pont)
c) (Ha a masodik félév végén Dani egy lovésbol p valo- szinuséggel ért el

talalatot, akkor harom lovésbél a pontosan egy vagy pontosan két talalat

valoszintisége) P(1 taldlat)+ P(2 talalat) =3p*(1- p)+3p(1-p) = (1 pont)
=3p(l-p)=0,72 (1 pont)
0=3p°-3p+0,72 (1 pont)
Ebbél p = 0,4, vagy p = 0,6 (1 pont)
A masodik félev végén tehat egy lovésbdl Dani 0,4 vagy 0,6 valosziniséggel
(azaz é—% vagy é—% eséllyel) ert el talalatot. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

35) A H halmaz egy nyolcponth egyszeriu grafok halmaza. A kiovetkezo allitas

a H elemeire vonatkozik: Ha egy (nyolcponti egyszeril) graf minden
pontjanak fokszama legalabb 3, akkor a graf osszefiiggo.
a) Déntse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!(3 pont)
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozoéan,
és dontse el a megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat
indokolja! (3 pont)
Az ABCDE konvex otszog cshicsait piros, kék vagy zold sziniire szinezziik
iigy, hogy barmely két szomszédos csiicsa kiilénb6z6 szini legyen.
c) Hany |kiilonb6z6 szinezés lehetséges? (Az oOtszbdg csilcsait
megkiilonboztetjiik egymastol.) (5 pont)
Egy négypontu teljes graf élei koziil véletlenszeriien kivalasztott négy
élt kiszineziink zoldre (teljes graf: olyan egyszerii graf, melynek barmely
két pontja kozott van él.)



d) Hatarozza meg annak a valoszinuségét, hogy a zoldre szinezett élek a
graf egy négyponti korének élei! (S pont)

Megoldas:

a)
bj
)

d)

Lasd: Grafelmélet 5. feladat
Lasd: Grafelmélet 5. feladat
Lasd: Kombinatorika 36.feladat

i 4
Egy négypontu teljes gratnak LEJ =6 éle van. (1 pont)

6
Ezek kozal 4 élt [4}= 15-féleképpen lehet kivalasztani. (Ez az Osszes esetek

szama.) (1 pont)
Ha a zold élek kort alkotnak, akkor a 2 nem zild él a graf két-két killénbdzd
pontjat kotl ossze. (1 pont)

A két nem zdld él kivalasztasa 3-féleképpen torténhet; ez a kedvezd esetek
szama. (Ha a graf csucsai A, B, C, D, akkor a megfeleld kivalasztasok: AB-CD,
AC-BD, AD-BC.) (1 pont)

A keresett valoszinuseég: p = 1—35 =0,2 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

36) Egy dobozban 6 fehér és 4 piros golyd wvan. A 10 golyé koziil

véletlenszerien kivalasztanak 5 golyot. Egy tanulé ezt allitja: ,Annak a

valosziniisege, hogy az 5 kihiuzott golyo kozitt 2 fehér lesz, megegyezik

annak a valosziniiségével, hogy 4 fehér lesz kozottiik.”

a) Mutassa meg, hogy ha a golyokat visszatevés nélkiil hazzak ki, akkor
a tanuld ki-jelentése igaz! (S pont)

b) A wvaldsziniiségek kiszamitasiaval mutassa meg, hogy ha az 5 golyodt
visszatevéssel hiuzzak ki, akkor a tanulé kijelentése nem igaz!(5 pont)

Megoldas:
10
a) Az dsszes eset szama [ < ][= 252). (1 pont)

213
fordulhat elo. (1 pont)

64
Az (egyszerre) kihuzott 5 golyo kozott 2 fehér golyo [ ][ ] knalonboézd modon

6\ 4
Az |egyszerre) kihtzott 5 golyo kozott 4 fehér golyo [4]{ 1] kulonbozd modon

fordulhat elo. (1 pont)

(5

Ez a két valoszinliség egyenld [% = D,ESBJ , tehat a tanulé kijelentése igaz.

A két valoszinuseég: Alletve (1 pont)

(1 pont)



b)

37)

A fehér golyd huzasanak (allando) valaszintsége 0,6, a piros golyoé 0,4,

(1 pont)
2 . :
2 fehér golyo hlizasanak a valoszintsége [ 5 ] 0,6 - 0,4 (1 pont)
o 5.'."
4 fehér golyd huzasanak a valoszintsége [4 |-E:I,':’}“l -0,4 (1 pont)
J

A két valoszinuség (harom tizedesjegyre kerekitve) 0,230, illetve 0,259.(1 pont)
A két valoszinuség kilonbidzik, a tanulé kijelentése ebben az esetben mem

igaz. ) (1 pont)
Osszesen 10 pont

a) Legyen G egy nyolcponti egyszeri graf, amelynek Gsszesen 9 éle
van. Igazolja, hogy G csicsai kozott biztosan van olyan, amelynek a
fokszama legalabb 3. (4 pont)

b) Az A, B, C, D, E, F, G, H pontok egy szabalyos nyolcszig csiicsai.
Megrajzoljuk a nyolcszog oldalait és atloit. A megrajzolt szakaszok
koziil véletlenszeriien kivalasztunk négyet. Hatarozza meg annak a
valosziniuségét, hogy mind a négy kivalasztott szakasz az A csiicsbél
indul ki! (6 pont)

¢) Nyole sakkozé  részére egyéni  bajnoksagot szerveznek.
Hanyféleképpen készitheto el az elso forduld parositasa, ha ebben a
forduléban mindenki egy mérkozést jatszik? (Két parositast
kiilonbtzonek tekintiink, ha az egyik tartalmaz olyan meérkozeést,

amelyet a masik nem.) (6 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Grafelmélet 6. feladat
b) Egy szabalyos nyolcszig oldalai €s atlol szamanak dsszege 28. (1 pont)
Egy cstucshol dsszesen 7 szakasz indul. (1 pont)
Annak a wvaloszintsége, hogy az elsd, masodik, harmadik, majd negyvedik
kivalasztott szakasz is az A csucsbol indul, rendre i} E, i majd o ;
28 27 26 25
(2 pont)
s g S .. 7 6 5 4
A kérdéses valoszinuseg ezek szorzata, tehat — - —-—-—= (1 pont)
28 27 26 25
- éﬁ (= 0,0017). (1 pont)
c) Ldasd: Kombinatorika 37. feladat
Osszesenl6 pont
38) Egy kisiizemi meggymagozo-adagoldo gép 0,01 walészinuséggel nem

tavolitja el a magot a meggybol, mielott a meggyszemet az iivegbe teszi.

A magozogépen athaladt szemek koziil 120-120 darab keriil egy-egy

iivegbe.

a) Szamitsa ki annak a valosziniiségét, hogy egy kivialasztott ilivegben
legalabb 2 darab magozatlan szem van! (5 pont)



A termelés soran keletkezett hulladékot nagy méretii konténerbe
gyujtik, melyet minden mnap wvégén kiiiritenek és kitisztitanak. A
konténer egyenes hasab alaki. A hasab magassaga 2 m, alaplapja
hirtrapéz, melynek méretei az 1. abran lathatok. A konténert vizszintes
feliileten, az 1,8 m~x2 m-es (tégla-lap alaki) lapjara allitva helyezik el
(lasd a 2. abrat).

7 >

1. dbra 2. dbra
b) Szamitsa ki a hasab térfogatat! Hatarozza meg, hogy milyen magasan
all a kontémerben a tisztitasihoz beletoltott 2,7 m?® térfogata

folyadek! (11 pont)
Megoldas:
al 0,99 annak a valoszinlsége, hogy egy adott szem meggyvbol az automata
eltavolitja a magot. (1 pont)
A komplementer esemeény:
o [ 120
(0 vagy 1 mag kertil az tivegbe) valoszintisége 0,99 4 | : -0,01-0,99'".
(2 pont)
. i e 20 [ 120 19
Ezért a kérdezett valészintség: 1-0,99 - | -0,01-0,99 ", (1 pont)
Y
ami kortilbeliil 0,34. (1 pont)
b) Ldsd: Térgeometria 25. feladat

Osszesenl6 pont

39)A laptopokban is hasznalt B tipusu litiumion-akkumulatorok

toltéskapacitasa minden teljes téltési ciklusnal az elozo értékének

koriilbeliil 0,06%-aval csokken.

a) Hany szazalékkal cstokkent az dj akkumulator téltéskapacitasa, ha
350 teljes toltési ciklust végeztek vele? (4 pont)

Egy B tipusi akkumuldtorral minden évben koriilbeliil 200 teljes toltési

ciklust végeznek. |(Tételezziik fel, hogy két toltési ciklus kézott mindig

ugyanannyi ido telik el.)

b) Mennyi a felezési ideje a kezdetben 14j akkumulator
toltéskapacitasanak (azaz toltési kapacitasa mennyi ido alatt
csokken a felére)? (6 pont)

Egy hasznalt laptop-akkumulatorokat arusitd iizletben a 25 azonos

tipusi akkumulator toltéskapacitasa 60% és 80% kozott van, de koziiliik

csak 10-nek kisebb a tdltéskapacitasa 70%-nal. Egy vevo a 25

akkumulator koéziil harmat vasarol meg.

c¢) Ha a harom akkumulatort véletlenszeriien valasztja ki, akkor mennyi
a valoszinusége annak, hogy legfeljebb az egyiknek lesz 7T0%-nal
kisebb a toltéskapacitasa? (6 pont)

Megoldas:

a)
b)

Lasd: Szdveges feladatok 22. feladat
Lasd: Szdveges feladatok 22. feladat



c) Annak a valoszinuséget keressiuk, hogy a vevo 0 vagy 1 darab 70%-nal kisebb
toltéskapacitast akkumulatort vasarol. (1 pont)

25
3 akkumulatort Osszesen [ 3 ]{= 2300)-féleképpen vasarolhat. (1 pont)

|

15
70%-nél kisebb kapacitasu akkumulatorbol 0 darabot [3 Jf:455}-

feleképpen, (1 pont)
10Y (15 soan = i@
1 darabot ! J 9 (=10350)-féleképpen vasarolhat. (1 pont)
A kerdezett valoszinlség £09+1050 _ (1 pont)
2300
301}
=-—— | =0,654. 1 pont
[ 46EIJ VOB

Osszesen: 16 pont
40) A Teéglacska csokiszelet gyartoja akeiot indit: ha a szerencsés vasarlo a
csokiszelet csomagolasanak belso oldalan a ,Nyert"” feliratot talalja,
akkor ezzel egy ujabb szelet csokit nyert. A gyarté agy reklamozza a
terméket, hogy ,minden otodik csoki nyer”. (Ez tgy tekintheto, hogy
minden egyes csoki 0,2 valéoszinluséggel nyer.)
a) Juli 6t szelet csokolidét vasarol. Mennyi annak a wvalésziniisége,
hogy az ot szelet csoki kozott legalabb egy nyerd csoki lesz? (4 pont)
Pali is ot szelet csokoladét vasarolt, és végiil hét szelet csokival tért
haza a boltbél, mert nyert még kettot.
b) Vizsgilja meg, hogy az alabbi két esemény koziil melyiknek nagyobb

a valoszinusége!

I. Ha valaki megvasarol 6t szelet csokit, akkor azok kizott ket
nyero csoki lesz, de a két nyereménycsoki egyike sem nyer.

II. Ha valaki megvasdarol 6t szelet csokit, akkor azok kozott egy
nyerdé csoki lesz, a nyereménycsoki nyer egy hetedik szelet
csokit, de az mar nem nyer. (7 pont)

Egy masik akcioban a csokiszelet térfogatiat 20%-kal megnivelték, de
tovabbra is wvaltozatlan aron adtak. A csokiszelet téglatest alaka, az
eredeti €és a megnovelt szelet (matematikai értelemben) hasonlé. Az
akcios szelet 1 cm-rel hosszabb az eredeti csokiszeletnél.

c) Hatarozza meg az eredeti csokiszelet hosszusagat! Valaszat egész

cm-re kerekitve adja meg! (S pont)
Megoldas:
a) P(nem nyero csoki)=0,8 (1 pont)
P(legalabb egy nyerd)=1- Plegyik sem nyerd) = (1 pont)
1-0,8°(=1-0,32768) = (1 pont)

= 0,672 (1 pont)



5 -
b) P(2 nyerd csoki) = (2] .0,2%.0,8° =0,2048 (1 pont)

Annak a valoszinusége, hogy a két megnyert csoki egyike sem nyer:

0,8° = 0,64 (1 pont)
(A két esemény fhggetlen, igy) az . esemény valoszinusége

p, =0,2048-0,64 = 0,131. (1 pont)

&

P(1 nyeré csoki) [1}-D.Q-UTB4 =0,4096 (1 pont)
Annak a valoszinusége, hogy a megnyert csokival nyer egy hetedik csokit,
amelyik viszont mar nem nyer tébbet: 0,2.-0,8=0,16. (1 pont)
(A két esemény fliggetlen, igy) a II. esemény valoszinlsége

p, =0,4096-0,16 = 0,066. (1 pont)
Az I. esemény valészinlisége a nagyobb. (1 pont)

c) Lasd: Sikgeometria 27, feladat

Osszesen: 16 pont
41) Egy baktériumtenyészet szaporodasat laboratériumi koriilmények kozott
vizsgaljak. Az elso oraban 4 mikrocellat fertoznek meg baktériumokkal.
A masodik o6raban a baktériumok szaporodni kezdenek, igy tovabbi 3
cella fertozodik meg. A megfigyelés szerint ezutan ,szabalyszeriive”
valik a baktériumok szaporodasa: minden 6raban annyi 0j fertozott cella
keletkezik, ahany korabban Gsszesen volt. (A harmadik 6rdban 4+3=7

ij fert6zétt mikrocella keletkezik, a negyedik 6rdban 14, és igy tovabb.)
a) Ha a baktériumok szaporodasihoz tovabbra is biztositanank a
megfelelo koriilményeket, akkor az osszes fertozott mikrocella
szama hanyadik oraban haladna meg a tizmilliot? (8 pont)
A Dbiologiaéran egy kezdetben tizmilliés baktériumhalmaznak a
kérnyezethez valé alkalmazkodasat modellezik a tanulék. Egy szabalyos
dobdkockaval dobnak, és ha a dobas eredménye 1, 2 vagy 3, akkor
egymillié baktérium elpusztul. Ha a dobds eredménye 4 vagy S, akkor
nem torténik semmi. Ha a dobas eredménye 6, akkor ajabb egymillio

baktérium keletkezik. A dobast tobbszor egymas utan megismeétlik.

b) Szamitsa ki annak a wvalosziniiségét, hogy hét dobas utan a
baktériumok szama legfeljebb 6tmillio lesz! (8 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Széveges feladatok 23. feladat

b) A modell szerint mindegyik dobasnal vagy é valoszinuséggel elpusztul

egymillic baktérium, vagy é valoszinuséggel egymillioval no, vagy %

valoszintséggel valtozatlan marad a baktériumok szama. (1 pont)
Legfeljebb 6tmillio baktérium akkor marad a hetedik dobas utan, ha a hét
dobas kizil legalabb 6t alkalommal 1-et, 2-t vagy 3-at dobtak (azaz csokkent
a baktériumok szama). (2 pont)



Ha pontosan 6t alkalommal dobtak 1-et, 2-t vagy 3-at, akkor a masik két
alkalommal 4-et vagy 5-0t dobtak (azaz mindkétszer valtozatlan maradt a

7 5 2
baktériumszam). Ennek a valoszintisége: [5][%] [%] (=0,073). (1 pont)
Ha pontosan hat alkalommal dobtak 1-et, 2-t vagy 3-at, akkor a maradék egy

alkalommal 4-et vagy 5-6t dobtak (azaz nem tortént valtozas), vagy egy
alkalommal 6-ot dobtak (azaz novekedett a baktériumok szama). Ennek a

o e PPPEEY & 7 1]“ 1
valoszintisége: | =] ek =1 +=(=0,055). 2 pont
e (3] 2+(e (3] 20059 (2 pont
Annak a valoszinusége, hogy pontosan hétszer dobtak 1-et, 2-t vagy 3-at:
[%) (= 0,008). (1 pont)

A kérdezett valoszintiség (a harom egymast paronként kizaro lehetiség
valoszinuségének dsszege, azaz) kortlbelil (0,073 + 0,055 + 0,008 =) 0,136.
(1 pont)
Osszesen: 16 pont

42) Egy par kesztyi arat eloszor p szazalékkal csikkentették, majd a

csokkentett ar p+ 4,5 szazalékaval tovabb mérsékelték. A kétszeri

arcsokkentés wutan a kesztyu 18,6%-kal olcsobb lett, mint az
arcsikkenés elott volt.
a) Hatarozza meg a két arcsokkentés szazalékos értékét! (8 pont)
Egy fiockban 3 par kesztyl van Gsszekeveredve: az egyik par fekete, a
masik sziirke, a harmadik piros. (A harom par kesztyu csak a szinében
kiilonbdzo.) A fiokbdl egyesével elkezdjiitk kihuzni a kesztyiket ugy,
hogy hiazas elott nem nézziikk meg a kesztyu szinét, és a kihhdzott
kesztyiiket nem tessziik vissza a fiokba. Addig folytatjuk a huzast, amig
lesz két azonos szini kesztyunk.
b) Hatarozza meg annak a hat eseménynek a wvaloszinuségét, hogy
ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztyu kihazasara lesz sziikség, majd

szamitsa ki a hizasok szamanak varhato értékeét! (8 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Szdveges feladatok 18. feladat
b) Annak a valoszimisége, hogy pontosan egy hnizas sziikséges: P(1)=0 (1 pont)

Legfeliebb 4 huzas szilikséges ahhoz, hogy legyen két azonos szinl kesztyd a

kihuzottak kozott, (1 pont)
ezért a pontosan 5, illetve pontosan 6 szikséges huzas valoszinusége:
P(5)=P(6)=0. (1 pont)

A pontosan 2 huzas szlkségességenek wvaloszinlisege: P{E}=% (a

masodiknak kihtizott kesztyl szine megegyezik az elséével), (1 pont)
Pontosan 3 huzas akkor szlikséges, ha a masodik kihuzott keszty( szine nem
egvezik meg az elsdnek kihuzottéval, de a harmadikra htzott kesztyl szine
4 2 2

megegyezik az elsé kettd kozil valamelyiknek a szinével: P(3)= e
(1p

ont)



Pontosan 4 huazas akkor szilkséges, ha az elsd harom szin mind klénbdzo
(ekkor a negyediknek kihtzott keszty(i szine mar biztosan megegyezik
4 2 2

valamelyik korabban kihuzott kesztya szinével): P(4)= g 1= ' (1 pont)
A szikséges hnizasok szamanak varhato értéke tehat:
1 2 2
0:1+)=—24=-3+—=-4(+0.-5+0-6)= 1 pont
=3,2. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

43) Az iskolai karidcsonyi vasarra késziilodve Blanka, Csenge és Dori feladata
az wvolt, hogy kiilonbézo figurakat hajtogassanak szines papirbol.
Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurak kétheted részét Déri
készitette, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a) Szamitsa ki annak a wvaloszinuségét, hogy a 70 figura koziil
véletlenszeriien kivalasztott két figurat ugyanaz a lany készitette!
(6 pont)
A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal
készitett figuraknak 60%-a, a Déri altal készitett figuriknak pedig
30%-a.
Az elso vasarlo a wvasaron Blanka édesanyja volt; 6 megvett egy
véletlenszeriien kivalasztott karacsonyfa-figurat.
b) Hatarozza meg annak a valdsziniiségét, hogy a figurat éppen Blanka
készitette! (3 pont)
A gyerekek masfajta diszeket is készitettek gy, hogy szines kartonlapra
nyomtatott kor alakht képeket négy-négy egyenes vagassal vagtak koriil.
Az egyik ilyen médon kapott érinténégyszog alaka fiiggodisz oldalainak
hossza (valamilyen sorrendben) egy szamtani sorozat négy szomszédos
tagja. A négyszog egyik oldala 23 cm, a keriilete pedig 80 em.

c) Mekkora lehet a négyszog masik harom oldalanak hossza? (7 pont]

Megoldas:
al Dori 20, Blanka és Csenge 25-25 figurat keészitett. (1 pont)

70
Két figurat [ 5 ] = 2415-féleképpen valaszthatunk ki (Osszes eset szama).
(1 pont)
e - 20 : ; o
Dort keét figuraja 5 =190, Blanka és Csenge két figuraja rendre

25
( 5 ] = 300 -feleképpen valaszthato ki, (1 pont)
\

(20 25
igy lg}ﬂz-[r J=Tgﬂ-félﬁképpﬂﬂ valaszthaté ki ugv keét figura, hogy
mindk&ttc'nt ugyanaz a lany készitette (kedvezd esetek szama). (1 pont)
Annak a wvaloszinusége, hogy a keét kivalasztott figurat ugyanaz a lany

2)2 (%)
+
2 2 158

keszitette, : = = 0,327. (2 pont)

70 483
2




bj

¢)

44)

A Blanka, Csenge és Dori altal késziteit karacsonyfafigurak szama rendre 10,
15 és 6. (1 pont)

Osszesen 31 karacsonyla-figurat keészitettek, ezért Eaﬂ,:ﬂ.‘a annak a

valoszintsége, hogy a kivalasztott figurat éppen Blanka készitette. (2 pont)
Lasd: Sorozatok 26. feladat .
Osszesen: 16 pont

a) Dontse el, hogy igaz-e a kivetkezo kijelentés! Valaszat indokolja!l

Van olyan Gi, illetve G2 fagraf, amelyre igaz, hogy a G: csiicsainak

szama kétszerese a G; csilcsal szamanak, és a Gz éleinek szama is

kétszerese a G; élei szamanak. (A fagrafnak van legalabb egy csicsa.)

(3 pont)

Az A, B, C, D, E, F kereskedocégek mindegyike mind az 6t masik céggel
kotott egy-egy iizletet az elozo honapban (barmelyik két cég kozott
pontosan egy iizletkotés jott létre). Az ellenorzo hatosag véletlenszeriien
kivalaszt a hat cég elozd havi (egymas kozotti) ilizletkotései koziil
négyet, és azokat ellenorzi.

b) Mekkora annak a valoszintsége, hogy az A vagy a B cég lizletkotései

koziil is ellenoriznek legalabb egyet? (6 pont)
Az egyik cég azzal bizott meg egy reklamiigynokséget, hogy tervezzen
egy nagy meéreti, fiiggolegesen leomlé hirdetovasznat a budapesti
Lanchid fo tartélancanak egy részére.

=~V [ G o
A hid két tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A fé tartélanc alakja
jo kozelitéssel egy olyan (fiiggéleges sikd) parabolanak az ive, amelynek
a tengelypontja a PV felezopontja (U), a tengelye pedig a PV
felezomerolegese. A lanc tartépillérnél becsiilt legnagyobb magassaga

PQ =16 meéter, a viszon tervezett szélessége PS =50 méter. A tervek
szerint a QR iven felfiiggesztett hirdetovaszon az abran sdtétitett PQRS
teriiletet fedi majd be (RS mercleges PS-re).

c¢) Hany m? teriiletli vaszon beszerzésére lesz sziikség, ha a rogzitések
miatt 8% veszteséggel szamol a tervezo? (7 pont)

Megoldas:

a)

bj

Lasd: Grafelmeélet 11. feladat

E:.".
Osszesen LEJ = 15 tlzletkotés tortént az elézo héonapban, (1 pont)

b
J: 1365 -féleképpen lehet kivalasztani ellendrzésre (Osszes

2

ezek kozal 4-et [ 4

eset szama). (1 pont)
Nem kedvezdk azok az esetek, amelyekben mind a 4 ellendrzésre kivalasztott
uzletkotés a C, D, E és F tizletkotései kdzal keril ki, (1 pont)

6
C, D, E, F egymas kozott 6 tzletet kotott, ezek kozil 4-et [4} = 15-féleképpen

H'.

lehet kivalasztani. (1 pont)



15) (6)
A kedvezo esetek szama; [ 4 ‘—L4 ‘ =1350, (1 pont)
1350 90
igy a kérdéses valoszinuseé = 0,989). 1 pont
gy valoszi g 1365 Bl(t y :l (1 pont)

d) Lasd: Sikgeometria 21. feladat
Osszesen: 16 pont

45)
a) Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)!
Valaszait indokolja!
I. Ha egy trapéznak 2-2 szige egyenlo, akkor a trapéz hurtrapéz.
II. Ha egy haromszoghen a = b, akkor 3a =sin3f.
|A hiromszég oldalai a, b és ¢, a veliik szemkozti szégek rendre a, f
ésy.) (6 pont)
b) Fogalmazza meg a II. dllitis megforditasat, és a megforditott
allitasrol is dontse el, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!(4 pont)
Egy matematika-vizsgafeladatban harom allitas logikai értékét kell
meghatarozni (igaz vagy hamis). Harom helyes vilasz esetén 2, két
helyes valasz esetén 1, kettonél kevesebb helyes vialasz esetén 0 pontot
kap a wvizsgazo. Béla tanult egy keveset, de bizonytalan a tudasa:
mindegyik kérdésnél 0,6 valoszinuséggel talalja el a helyes valaszt.
¢) Szamitsa ki annak a négy eseménynek a valoszinuségét, hogy Béla
sikeres tippjeinek szama 3, 2, 1, illetve 0, és hatarozza meg Béla
pontszamanak varhato értékeét! (6 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Sikgeometria 33. feladat
b) Lasd: Sikgeometria 33. feladat
c) 0,4 annak a valoszinusége, hogy egy adott kérdésre hibasan valaszol Béla. A

nulla helyes tipp valészintisége p, = 0,4" = 0,064, (1 pont)
3) )

Az egy helyes tipp valészintsége p, = [1 J-ﬂ,ﬁr'[},#' =0,288. (1 pont)

A két helyes tipp valoszintsége p, = [2] -0,6°:0,4=0,432. (1 pont)

A harom helyes tipp valoszinusége p, = 0,6 =0,216, (1 pont)

Béla pontszamanak varhato értéke p, -2+ p, -1+ p, -0+ p, -0 = (1 pont)

=0,864 . (1 pont)

Osszesen: 16 pont

46) A romai katonak az ugynevezett taxillus-szal jatszottak
nKkockajatékot”. |A taxillus a kecske wvagy a juh
térdkalacsaboél faragott csontocska; 1d. a képen.)

Dobas utan egy taxillus négy kiilonbozo oldalara eshetett.
JelGlje ezt a négy kiilonbozo helyzetet A, B, C és D. Az
egyes dobaskimenetelek nem voltak egyforman valdsziniiek: az A, illetve

4 1
a B helyzet egyarant 10’ a C, illetve a D helyzet pedig egyarant 10

valosziniuséggel kivetkezett be.



A romaiak altalaban négy taxillust dobtak fel egyszerre. A Venus-dobas
volt az egyik legértékesebb, ekkor a négy csontocska mindegyike mas-
mas oldalara esett. (Rényi Alfréd: Levelek a valoszintuiségrol.)
a) Mennyi a Venus-dobas valoszinusége? (5 pont)
b) Az alabbi két esemény koziil melyiknek nagyobb a valosziniisége?
I. Négy feldobott taxillus kozott lesz olyan, amelyik C helyzetben
érkezik le.
II. Négy feldobott taxillus koézott pontosan egy érkezik le az A
helyzetben. (S pont)
Thalész, a hét gorog bolcs egyike, egy .' |
nevezetes, neki tulajdonitott meérés soran | .
egy folyéban lévé sziget AB hosszat a 00 ,1 s
folyoparton maradva hatarozta meg. A
Eloszor felvett egy e egyenest a parton.
Ezen az e egyenesen megkereste azt a C,
illetve D pontot, amelyekben a CA, illetve a
DB irany meroleges az e egyenesre. Ezutan a
CD szakasz F felezopontjat is megjelolte egy
jelzokaroval. Ezt kovetoen az AC egyenesen
haladva megjelclte azt a G pontot, amelyre /
B, F és G egy egyenesre illeszkedik; és '
hasonléan az AF és BD egyenesek H metszéspontjat is megjeldlte.
Thalész azt allitotta, hogy a sziget hossza a GH tavolsaggal egyezik meg.

c) Igazolja Thalész allitasanak helyességét! (6 pont)

Megoldas:

a) A négy csontocska dsszesen 4!(=24) kilonbozé modon érkezhet le ugy, hogy
az eredmény Venus-dobas legven (és ezen leérkezések egyforman
valoszintiek). (2 pont)
Mindegyik leérkezées valoszinltsége ugvanannyi:

4 4 1 1
——————— =0,0016). 2 pont
10 10 10 10 ) % peny
A kérdezett valoszinuség tehat 41 i e - 1 - 1 = AL =0,0384 .
10 10 10 10 625
(1 pont)

b) Annak a valdszinusége, hogy egyik taxillus sem a C helyzetben érkezik le:
0,9* (= 0,6561), (1 pont)
tehat az 1. esemény valoszinusége (1-0,6561 =)0,3439. (1 pont)
Annak a wvaloszinusége, hogy egy elore megjeldlt taxillus az A helyzetben
érkezik le, a tobbi pedig nem: 0,4-0,6" (= 0,0864). (1 pont)
A négy taxillus barmelyike lehet az elére megjelélt, ezért a II. esemény
valoszintisége (4-0,4-0,6" =)0,3456 (1 pont)
Fentiek alapjan a Il. esemény valosziniibb, mint az I. (1 pont)

c) Lasd: Bizonyitasok 2.3, feladat

Osszesen: 16 pont



47) Egy buvész két egyforma ,dobétetraédert” hasznidl az egyik
mutatvanyahoz. A dobodtetraéder alakja olyan szabalyos haromoldalia
gila, amelynek alapéle 6 cm hosszii, az oldalélei pedig 30° -os szobget
zarnak be az alaplap sikjaval.

a) Hatarozza meg a tetraéder térfogatat! (6 pont)

A tetraéderrel l-est, 2-est, 3-ast vagy 4-est lehet dobni (a dobis

eredményének az alsd lapon lévo szamot tekintjiik). Az l-es, a 2-es,

illetve a 3-as dobasanak wvalészinisége egyenlo. A 4-es dobas

valoszinusége otszor akkora, mint az 1-es dobase.

b) Ha a biivész a két dobodtetraédert egyszerre dobja fel, akkor mennyi
annak a valoszinusége, hogy a dobott szamok Gsszege 6 lesz?

(S pont)
Megoldas:
b) Lasd: Tergeometria 31. feladat
c)] Ha az l-es, a 2-es és a 3-as dobas valoszinlsége p, akkor a 4-es dobas
valoszinusége Sp. (1 pont)

p-|p-:-p-15p=ﬁp:l.czértp=é (1 pont)

A dobott szamok Osszege akkor lehet 6, ha az egyik tetraéderrel 2-t, a
masikkal 4-et, vagy ha mind a kettével 3-at dob a buvész.

Annak a valoszinusége, hogy az egyik tetraéderrel 2-t, a masikkal pedig 4-et
dob a btvész:

, 10

2-p:5p=10p" = — 1 pont

p-ap P 64 (1 pont)
Annak a valoszinlsége pedig, hogy mindkét tetraéderrel 3-at dob:

, 1

D= P = — 1 pont
p-p=p 64 (1 pont)
Tehat a kérdezett valoszinuségek osszege (mivel fUggetlen eseményekrol van

11

5z0) — (= 0,172 1 pont

it ) (1 pont)

Osszesen: 11 pont

48) Ot kiilonbtzé szamjegyet leirunk egy papirlapra. Két szamjegyet
pontosan akkor kitiink dssze egy vonallal (éllel), ha kiilonbségiik paros
szam (de egyik szimjegyet se kotjiik ssze 6nmagaval). Igy egy étponti
grafot kapunk.

a) Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)!
Valaszat indokolja!
I. Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.
II. Lehetséges, hogy nem osszefiiggo grafot kapunk. (4 pont)

Az Ocedn Légitarsasiagnak a megalakulisa éta

alapelve, hogy a szigetvilighan mikédo @ .
hilézatnak barmely két célillomasa kozott - :
miikédtet repiilojaratot. (Az abra azt a toébb

évvel ezelotti idoszakot szemlélteti, amikor Cﬁj T C
még csak négy célallomas és hat repiiléjarat 3
3 =

volt.)



A halozatot folyamatosan bovitik: az utobbi két év alatt a célallomasok
szama masfélszeresére nott, ugyanezen ido alatt a repiilojaratok szama
pedig 60-nal lett t6bb.

b) Hany célallomasra kozlekednek jelenleg? (7 pont)
A légitarsasig vezetoségi értekezletén megidllapitottak, hogy az 1l-es
szamu jaratukon legfeljebb 168 utasnak van hely, de minden alkalommal
sokkal tobben szeretnének jegyet valtani. Tobb év tapasztalatai szerint
0,032 annak a wvaloszinusége, hogy erre a jaratra valaki megveszi a
jegyet, de aztan wvalamilyen ok miatt mégsem jelenik meg a jarat
indulasanal. Emiatt a vezetdoség ugy dont, hogy erre a 168 fos jaratra
ezentill 170 jegyet adnak el. Az érvényes szabalyozas szerint a tébb jegy
eladdasa miatt a jaratrél esetleg lemaradd utasoknak a légitarsasag
fejenként 600 eurd kartéritést koteles fizetni.

c¢) Ha a wvezetoség megallapitasai helyesek, akkor mennyi a
valosziniisége annak, hogy az l-es szamu jarat egy indulasanal
legfeljebb 168 utas jelenik meg, és mennyi a tarsasag altal fizetendo
kartérités varhato értéke a jarat egy utjat tekintve? (5 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Grafelmélet 12. feladat

b) Lasd: Szdveges feladatok 27, feladat

c) A modell szerint 0,968 annak a valoszinusége, hogy valaki megjelenik az

indulasnal. (1 pont)
Annak valoszinusége, hogy 169 utas jelenik meg:

170 .
P(169) =(lﬁg]~ﬁ+‘}6ﬂ“" 0,032 = 0,022, (1 pont)
Annak valoszinusége, hogy 170 utas jelenik meg;
P(170)=0,968"" = 0,004, (1 pont)
Annak valoszinusége tehat, hogy legfeljebb 168 utas jelenik meg:
1-P(169)- P(170)=0,974 (1 pont)
A légitarsasag altal fizetendd kartérités varhato értéke:
P(169)-600 + P(170)-1200 = 18 eurd (1 pont)

Osszesen: 16 pont

49)A p, q, r pozitiv szamok dosszege 180. Tovabba tudjuk, hogy
p:q=T7:8ésr:p=5:3.

a) Hatarozza meg ezeket a szamokat! (6 pont)
A H halmaz az elso 90 pozitiv egész szam halmaza. H-bél
véletlenszeriien kivalasztunk két kiilonbdzo szamot.

b) Hatarozza meg annak a valoszinuségét, hogy a két kivalasztott szam
egy derékszogi haromszog (fokban meért) valamelyik két szdge!
(7 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Szamelmélet 12. feladat

an
b) A lehetséges (egvenlden valoszin) kivalasztasok szama ( 5 |{ 4005) (Gsszes
\ =)
eset szama). (1 pont)
Kedvezok azok az esetek, amelyekben az egyik kivalasztott szama a 90, a
masik tetszoleges, illetve amelyekben a két kivalasztott szam 6sszege 90.



(1 pont)
Az Osszes eset kozott 89 olyan eset van, amelybe az egyik kivalasztott szam a

90, (1 pont)
és 44 olyan eset, amelyben a két kivalasztott szam Osszege 90
(1+89,2+88,...44 + 46). (2 pont)
A kedvezd esetek szama tehat (89 + 44 =)133. (1 pont)
s s 133 133

Tehat a keresett valoszinuseég: = 0,0332. 1 pont

SZINUSCE [90] 4005~ (1 pont)

2

Alternativ megoldas:

Akkor lesz a kivalasztott két szam egy derékszdgl haromszog két szige, ha
vagy elsore a 90-et valasztjuk, (és a masodikra barmelyik masikat), vagy
masodikra valasztjuk a 90-et (és elsore barmelyik masikat), vagy az elsdnek

valasztott szamot a masodik 90-re egésziti ki. (1 pont)
[gv % a valoszinusége, hogy elsdre a 90-et valasztjuk. (1 pont)
Annak a valoszintisége, hogy masodikra valasztjuk a 90-et: B9 3 ]

) : i 90 89 9{}

(1 pont)
(A 45-0t nem lehet egy masik szammal 90-re kiegésziteni.) % annak a
valoszinusége, hogy elsdre nem a 90-et és nem a 45-6t valasztjuk, (1 pont)

és ekkor 20 annak a valoszinisége, hogy a masodiknak valasztott szam az

elsoként valasztott szamot 90-re egésziti ki. (1 pont)
Ennek az esetnek a8 e a valoszinuseége. (1 pont)
90 89 '
s sa e o1 1 88 1
A keresett valoszinuség tehat +—+ -— =~ 0,0332 (1 pont)

90 90 90 89
Osszesen: 13 pont

S50) Egy kr.t:semalyﬂ- tarsasjatékot olyan négyzet alnku tablan jutmnak.
amelyet fehér és sziirke mezokre osztottak fel
az abra szerint.

Ha a tablat egy olyan koordinata-rendszerbe
helyezziik, amelyben a négyzet csicsainak
koordinatai (1;1), (-1L;1), (-1;-1), illetve (1;-1),
akkor ebben a koordinata-rendszerben az a jeli
iv egyenlete: yz(l—x}a, D<x<1l. A tabla
kozéppontosan és tengelyesen is szimmetrikus.
a) Irja fel a masik hiarom (az abran b, c, illetve d jelii) iv egyenletét is!
4 pont
A tarsasjaték gyartoja a 2 dm oldala tabla fehér szini ﬂ!emzl;nak}:
bevonasihoz egy specidlis anyagot hasznil. Ebbol 1 kg mennyiség
12 m®teriilet bevonasahoz elegendé,
b) Szamitsa ki, hogy 4000 darab tabla elkészitéséhez hany kg specialis
anyag sziikséges! (5 pont)

=1 (1



A kétszemélyes tarsasjatékban minden jatszma csak valamelyik jatékos
gyozelmével végzodhet, dontetlen nincs. Minden jatszmaban 1 pontot
kap a gyoztes, a vesztes pedig 0 pontot.
Anna és Bori nagyon szereti ezt a tarsasjatékot, sok jatszmat
lejatszottak mar. Ha egymas ellen jatszanak, akkor Anna 0,4
val6észiniséggel, Bori pedig 0,6 valdsziniliséggel nyer meg egy jatszmat.
Egyik alkalommal megallapodnak, hogy addig jatszanak 1djabb
jatszmakat, amig valamelyikiik eloszor éri el a 10 pontot (és igy
megnyeri a jatékot).
c¢) Mennyi annak a valésziniisége, hogy Bori legfeljebb 12 jatszma utan
megnyeri a jatékot? (Kezdéskor mindkettojiiknek 0 pontja van.)
(7 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Keordinatageometria 27. feladat

b) Lasd: Szdveges feladtaok 28. feladat

¢) Annak valoszin(séget kell meghatarozni, hogy legfeljebb 12 jatszmabol Bon
eléri a 10 pontot, tehat 10 -0 vagy 10-1 vagy 10 -2 lesz a jatéek eredménye.

(1 pont)
P(10-0)=0,6" (= 0,006) (1 pont)
11 jatszma utan ér véget a jaték, ha az elsé 10 jatszmabol Bori 9-et nyer,
egyet elveszit s a 11. jatszmat ismeét 6 nyerl. (1 pont)
(10 : o
F(lU—l}:[g]-D,E‘-Dﬁ-ﬂ,ﬁ{aﬂ,ﬂi&ﬂ (1 pont)
12 jatszma utan fejezédik be a jaték, ha az elsdé 11 jatszma kdézil Bori 9-et
nyer, kettot elveszit, és a 12, jatszmat is 6 nyeri. (1 pont)
11 "
F[lﬂ—ﬂ']:(g]-ﬂ,ﬁ -0,4°-0,6(=0,053) (1 pont)
\

A keresett valésziniiség az eclozd valoszintségek Osszege, azaz kereckitve

0,083, (1 pont)
Alternativ megoldas:

Képzeljik ugy, hogy mindenképp lejatszanak 12 jatszmat, meég akkor i1s, ha

Bori korabban eléri mar a 10 pontot. (2 pont)
Annak valoszintségét kell meghatarozni, hogy Bori a 12 jatszmabaol 10, 11
vagy 12 jatszmat nyer meg. (1 pont)
Ehhez ki kell szamolni és oOsszeadni az n=12 és p=0,6 paramétert
binomialis eloszlas megfelelo tagjait. (1 pont)

P(10) = { ] 0,6 0,4 (= 0,064)
"'j" 11 1
P(11) = .0,6' - 0,4' (= 0,017)

P(12)= ( ] ,6'.0,4" (= 0,002) (2 pont)

A keresett valosziniiség az clozd valoszinUségek Osszege, azaz kerekitve
0,083. (1 pont)
Osszesen: 16 pont



51)Egy  kozépiskolaban a  tizedikesek = évfolyamdolgozatot  irtak
matematikabol. A dolgozatban maximalisan 100 pontot lehetett elérni.
Az éviolyamra jaré 80 tanuldé koziil a dolgozat megirasakor néhanyan
hianyoztak. A dolgozatokban elért pontszamok atlagat eloszor ugy
szamitottak ki, hogy a hidnyzé tanulék eredményét O pontosként vették
figyelembe.
Rovid idon beliil észrevették, hogy ez a szamitasi mod hibas. A hibat
kijavitottak, igy a hianyzok figyelembe vétele nélkiil kapott atlag 4,2
ponttal magasabbnak adodott, mint az elso (hibas) szamitas utani atlag.
Egy héttel késobb az elso megiras alkalmaval hidanyzé tanulok poétoltak a
dolgozatot; az o0 atlageredményiik 64 pont lett (a potdolgozatban is
maximalisan 100 pontot lehetett elérni). A teljes tizedik éviolyam
matematika-évfolyamdolgozatainak atlageredménye 67 pontos lett,
a) Hany tanuldé hianyzott a dolgozat elso megirasakor?
Hany pont wvolt azoknak a tanuléknak a helyesen szamolt

atlageredménye, akik az elso alkalommal megirtak a dolgozatot?
(9 pont)
Az eviolyamdolgozat egyik feladataban ot feleletvalasztos kérdésben
kellett négy-négy valaszlehetoség koziil az egyetlen helyeset
kivalasztani. Amikor Domonkos elolvasta a kérdéseket, akkor latta, hogy
az elso két kérdésre biztosan tudja a helyes valaszt (ezeket be is jeloli
majd), a harmadik és negyedik kérdésnél egy-egy vilaszlehetdségrol, az
otodik kérdésnél pedig két valaszlehetoségrol tudta biztosan, hogy azok
rosszak. Ezért Gigy dontott. hogy az utolsdé harom kérdésnél tippelni fog:
véletlenszeriien valaszt azon valaszlehetoségek koziil, amelyekrol nem
tudja biztosan, hogy rosszak.
b) Hatarozza meg Domonkos helyes valaszai szamanak varhato értékeét!
(7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Szdveges feladatok 29. feladat

b) Domonkos a harmadik és negyedik kérdésre is % az otodik keérdésre pedig %

valoszinuséggel ad helyes valaszt. (1 pont)
Pontosan 2 helyes valasza akkor lesz, ha mindharom tippelt kérdést elrontja.
+ f
Ennek valoszintsége P(2) = [E] i E] (1 pont)
3 2 . 9

Pontosan 3 helyes valasza akkor lesz, ha a harom tippelt kérdés kozul egyet
talal el: ez lehet a teszt harmadik, negvedik vagy 6todik kérdése (és ezek

egymast kizaro eredmények). Ennek valaszinusége
P{3)=1--‘§ LR I '{— ﬂ). (1 pont)
332 33 2 33209

Pontosan 4 helyes valasza akkor lesz, ha a harom tippelt kérdés kozul egyet
ront el: ez lehet a teszt harmadik, negyedik vagy otodik kérdése (és ezek
egymast kizaro eredmények). Ennek valoszinusége

ElllEllll(i"l

Blfy=2.o. o D s L .
”%32 332 332\ 18)

Ot helyes valasza akkor lesz, ha mindharom tippelt kérdést eltalalja.

F{sz[%j_-j—z[zs—gj. (1 pont)

(1 pont)



Domonkos helyes valaszal szamanak varhato értéke:
2 4 5 1 . 5?(_ E]

- FOSE PR e e 2 pont
9" 9" 18 18 18, 6 2-pony

Osszesen: 16 pont

52) Adott a sikbeli derékszogu koordinata-rendszerben az

x*+y*+6x+4y-3=0 egyenletii kir. Ebbe a kirbe szabilyos

hiromszoget irunk, amelynek egyik csiicsa A(1;-2).

a) Szamitsa ki a szabalyos haromszég masik két csiicsanak
koordinatait! Pontos értékekkel szamoljon! (11 pont)

b) Veéletlenszeriien kivalasztjuk az adott kor egy belso pontjat. Mekkora

a wvaloszinlisége, hogy a kivalasztott pont a tekintett szabalyos
haromsziégnek is belso pontja? Valaszat két tizedes jegyre kerekitve

adja meg! (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Koordinatageometria 11. feladat
b) A kérdéses valoszinuség a beirt szabalyos haromszog és a kor tertletének

hanyadosa (2 pont)
A kor tertilete: T, =r’n (1 pont)
. ' . " “sinl120°  3r°-
A szabalyos haromszog terulete: T, =3 . smz o 4‘5 (1 pont)
AT T,
A keresett valoszinliség: P=-2* = 1—“'6 = 0,41 (1 pont)
T

4

53) Egy konyvkiaddé minden negyedévben dsszesiti, hogy harom iizletében

melyik szépirodalmi kiadvanybol fogyott a Ilegtéibb. A legutobbi
osszesitéskor mindharom iizletben ugyanaz a harom szerzo volt a
legnépszeriibb: Arany Janos, Marai Sandor és Jozsef Attila. Az alabbi
kordiagramok szemléltetik, hogy az lizletekben milyen aranyban adtak
el ezeknek a szerzoknek a miiveit. A kérdiagramok az elso iizletbol 408,
a masodikbél 432, a harmadikbél 216 eladott kinyv eloszlasit
szemléltetik.

1||_-| e

1. tzled 2, itzled 3, nzlet

a) A kordiagramok adatai alapjan téltse ki az alabbi tablazatot! Melyik
szerzo miiveibol adtak el a vizsgalt idoszakban a legtébb kiényvet?
(S pont)

| 1. iizlet | 2. iizlet | 3. iizlet | Osszesitett forgalom

Arany Janos
Marai Sandor |

Jozsef Attila |
ﬁss:esen " 463 - 43ﬁ ' 216




b) Készitsen olyan oszlopdiagramot a tablazat alapjan, amely a vizsgalt
idoszakban a szerzok szerinti osszesitett forgalmat szemlélteti!
(3 pont)
A konyvkiado a harom iizletében minden eladott kdnyvhoz ad egy
sorsjegyet. Ezek a sorsjegyek egy kozos sorsolason vesznek részt
negyedévenkeént. A vizsgalt idoszakban azok a sorsjegyek vesznek részt a
sorsolason, amelyeket a fenti harom szerzo miiveinek vasarléi kaptak.
Két darab 50 ezer forintos kényvutalvanyt sorsolnak ki koztiik.
¢) Mennyi annak a wvaloszinusége, hogy a vizsgalt idoszak sorsolasan
mind a két nyertes sorsjegyet Marai Sandor egy-egy konyvéhez
adtak, és mind a két konyvet a 2. iizletben vasaroltak? Valaszat
harom tizedesjegy pontossaggal adja meg! (S pont)

Megoldas:

a) Lasd: Statisztika 2. feladat

b) Lasd: Statisztika 2. feladat

c) A wvizsgalt idoszakban a sorsolason résztvevd sorsjegyek  szama:
408 +432+216=1056 (1 pont)

6
Ezek kozll 2 nyero sorsjegyet 0sszesen w-félﬁkf‘ppcn lehet kisorsolni

A

(1 pont)
. R . : o (126
A 2. flizletben 126 Marai-kényvhéz adtak sorsjegyet, ezek kozil [ -
\
féleképpen lehet 2 nyerot kisorolni (1 pont)
(126
A keresett valoszinlseég: L 4 J (1 pont)
& |r'm55‘-’ P
L2 )
Y g o
ennek értéke p =i;~0,014 (1 pont)
257040

Osszesen: 13 pont
54) Andras edzotaborban készill egy fuszoéversenyre, 20 napon at. Azt
tervezte, naponta 10000 métert Giszik. De az elso napon a tervezettnél
10%-kal tobbet, a masodik napon pedig az elozé napinal 10%-kal
kevesebbet teljesitett. A 3. napon ismeét 10%-kal novelte elozo napi
adagjat, a 4. napon 10%-kal kevesebbet edzett, mint az elozo napon és
igy folytatta, paratlan sorszamnu napon 10%-kal tébbet, paroson 10%-kal
kevesebbet teljesitett, mint a megelozo napon.
a) Hany meétert Giszott le Andras a 6. napon? (4 pont)
b) Hany meétert Gszott le 6sszesen a 20 nap alatt? (6 pont)
c¢) Az edzotaborozas 20 napjabol wvéletlenszeriien kivalasztunk két
szomszédos napot. Mekkora a wvalosziniisége, hogy Andras e két
napon egyiittesen legalabb 20000 metert teljesitett? (6 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Sorozatok 19. feladat
b) Lasd: Sorozatok 19. feladat



c) Az edzések 20 napja kozil két szomszédos nap 19-féleképpen valaszthato ki

(1 pont)
Ha két szomszédos nap soran dsszességében nem teljesil a tervezett 20000
meéter, késébb se fog, mert az dsszteljesitmény csokken (1 pont)
napok naponta leuszott tav kétnapi ossztav

szama (n) méterben (a, ) (b, =a, +a,,)

1. 11000 20900

2. 9900 20790

3. 10890 20691

4, 9801 20582

5. 10781 20484

6. 9703 20376

T 10673 20279

8. 9606 20172

g, 10566 20076

10. 9510 19971

11. 10461
a tablazat (2 pont)
kedvezo esetek szama 9 (1 pont)
A keresett valosziniseg P = % =0,474 (1 pont)

Osszesen: 16 pont
55) A mellékelt abran egy kereszt alaki lemez lathato,
amely 5 db 10 cm oldali négyzetbol all. A lemezbél egy

10 cm alapélii, szabalyos négyoldala guhla haléjat . ' 10em
szeretnénk kivagni gy, hogy a kozépso négyzet legyen
a gila alaplapja.

a) Igazolja, hogy a lehetséges halok kivagasa soran
keletkezé hulladék legalabb 200 cm®, de kevesebb
300 cm?®-nél! (6 pont)
Tekintsiik az abran lathaté nyolcponta grafot. g
b) A grafban véletlenszeriien kivalasztunk két csiacsot. /
Mennyi a valoszinilisége annak, hogy a két csiicsot Vi o
€l koti ossze a grafban? (4 pont) 4
c) A graf 9 élét kékre, 3 élét pedig zoldre szinezziik. ' >
Igazolja, hogy barmelyik ilyen szinezéssel lesz a :
grafban egyszini (grafelméleti) kor! \
Megoldas: ;
a) Ldasd: Bizonyitasok 30, feladat

-

b) Keét cstcsot G]{ = 28)-féleképpen valaszthatunk ki ez az dsszes eset szama.

(1 pont)
A grafnak 12 éle van, igy a két csucs 12 esetben lesz egy €l két végpontja
(kedvezo esetek szama). (2 pont)
A keresett valoszinuseég ie. = 3 (=0,429), (1 pont)

o



Alternativ megoldas:

Ha az elsé kivalasztott csucs ,kulsé” pont (E, F, G vagy H), akkor a megfelelé
masodik csucs kivalasztasanak % a valoszinusége (a maradék 7 cstcsbol 2

szomszedos). (1 pont)
Ha az elsd kivalasztott csucs ,belsd” pont (A, B, C vagy D), akkor a megfeleld

masodik csucs kivalasztasanak = a valoszindsége (A maradék 7 csucsbol 4
szomszedos). (1 pont)

A kilso és a belso csucs kivalasztasanak a valdszinusége egyarant 5" (1 pont)

igy a keresett valoszinuség L = + bt E (1 pont)
o I S S A
¢) Ldasd: Bizonyitasok 30. feladat
Osszesen: 13 pont
56)
a) Hany olyan 90-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely a 2, a
3 és az 5 koziil pontosan az egyikkel oszthato? (6 pont)

Az otoslotto-jatékban az elso 90 pozitiv egész szambol kell 6t kiilonbdzot
megjelolni. A sorsolason 6t (kiilonbozo) nyeroszamot hiaznak ki. (Sem a
megjelolés, sem a kihtzéds sorrendje nem szamit.)
Kati a 7, 9, 14, 64, 68 szamokat jelolte meg. A sorsolason az els6 harom
kihtzott nyeroszam a 7, a 9 és a 14 volt. Kati Ggy gondolja, hogy most
nagy esélye van legalabb négy talalatot elérni.
b) Hatdarozza meg annak a wvalésziniiségét, hogy a hatralévo két
nyeroszam koziil Kati legalabb az egyiket eltalalja! (6 pont)
Az egyik jatékhéten osszesen 3 222 831 lottoszelvényt kiildtek jatékba a
jatékosok. Az alabbi tablizat mutatja a nyertes szelvények szamat és
nyereményét (2-nél kevesebb talalattal nem lehet nyerni).

Nyertes | Nyeremény
Talﬁln‘tuk szelvények (Ft/nyertes
szama : R
szama szelvény)
| S | o | 0
! 4 | 17 3 113 255
3 1617 34 915
| 2 | 62 757 | 1970

c) Szamitsa ki, hogy mennyi volt a jatékosok egy lottoszelvényre juto
atlagos vesztesége ezen a héten, ha a jatékba kiildott szelvények
egységara 250 Ft! (4 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Szamelmeélet 13. feladat
b) A hatralevo két nyerdszamot 87 szam kozll sorsoljak ki, erre a sorrendet nem

87
figyelembe véve dsszesen [ 5 J{z 3741) lehetdség van (Osszes eset szama).

(1 pont)



Nézziik a komplementer eseményt: ekkor az utolso két kihuzott szam koziott

nincs sem a 64, sem a 68, (2 pont)
Erre Osszesen [E; (=3570) lehetdség van, (1 pont)
A kedvezo esetek 5.;-:31'113 tehat (3741-3570=)171. (1 pont)
A keresett valoszinlség 3};&1—1 = 0,046. (1 pont)

Alternativ meqgoldds:

A hatralevd két nyerdszamot B7 szam kozul sorsoljak ki, Annak a
valoszinlUsége, hogy a negyediknek huzott szam a 64 vagy a 68, de az dtodik

ezek egyike sem: 2.2 (= 0,0227).
87 86

Ugyanennyi, Pl %{ =(0,0227) a valoszinusége, hogy a negyedik kihuzott
szam nem a 64 és nem a 68, de otodik ezek kozil kertl ki, (2 pont)

: G IR 2y 2 1
Annak valoszintsége, hogy a 64-et és a 68-at is kihuzzak: 5 e (= 0,0003)(2 pont)

A keresett valoszinuseég 2- «:39 + - = (1 pont)
87-86 87-86
SRl 0,046 (1 pont)
482
c) Lasd: Szdveges feladatok 34, feladat (1 pont)

Osszesen: 16 pont
57) Egy étteremben (hatosagi engedély birtokdban) az érvényes altalanos
forgalmi adotol (afa) kismértékben eltéro adokulecsok alkalmazasanak
hatasat vizsgaltak az ételek és italok fogyasztasara nézve. Az ételek
esetében 4%, az italok esetében 30% afat adtak hozza a netté arhoz, és
az igy kapott bruttd arat kellett a vendégnek kifizetnie.
A kisérlet elso napjan az 0j szamitogépes program hibdja miatt a
szamlan éppen forditva adtak a nettdé arakhoz az afat: az ételek netto
arahoz 30%-ot, az italok netto arahoz pedig 4%-ot szamoltak hozza, és
ez a szamlan is igy, hibasan jelent meg.
Egy csalad ebben a vendégloben ebédelt, és a hibas program miatt 8710
Ft-os szamlat kapott. A hibat észrevették, igy végiil a helyes dsszeget,
7670 Ft-ot kellett kifizetniiik.
a) Hany forint volt az elfogyasztott ételek, és hany forint wvolt az
elfogyasztott italok helyes bruttd ara? (7 pont)
Egy masik étteremben 12 és 14 ora kiozott 3900 Ft befizetéséért annyit
eszik és iszik a vendég, amennyit szeretne.
A befizetendo Osszeget egy elozetes felmérés alapjan allapitottak meg. A
felmérés sordan minden vendég esetén dsszeadtik az elfogyasztott étel és
ital arat az adott fogyasztishoz tartozd oOsszes egyéb kibltséggel. Az
osszesitett koltségek alapjan osztilyokba soroltik a vendégeket aszerint,
hogy az étteremnek hany forintjaba keriiltek.
Az alabbi tablazat mutatja a felmérés eredményét. A tablazat elso
soraban az osztalykozepek lathatoak.



fejenként ennyi Ft-ba

keriilt az étteremnek 1000 | 1900 2800 | 3600 | 4400 5200

| a vendégek ennyi %-a 10 20 | 25 30 10 5

L

b) A felmérés eredményét felhasznalva szamitsa ki, hogy ennek az
étteremnek 1000 vendég esetén mekkora a varhato haszna! (3 pont)

c) A fenti tablazat értékeivel szamolva mennyi a valészinisége, hogy
két (ebédre betérd) vendég egyiittes fogyasztasa veszteséget jelent az
etteremnek?
(A tablazatba foglalt informaciokat tekinthetjiik Ggy, hogy egy
véletlenszeriien betéro vendég esetén pl. 0,25 annak a valésziniisége,
hogy a vendég 2800 Ft-ba keriil az étteremnek.) (6 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Szdveges feladatok 35. feladat
b) Lasd: Széveges feladatok 35. feladat
c) Pontosan akkor lesz vesztesége az étteremnek ezen a ket vendégen, ha az
étterem osszkoltsége tobb mint 7800 Ft (1 pont)
Ez a kivetkezo estekben fordul eld (a sorrendre vald tekintet néelk(l):
5200 + 5200; 5200 + 4400; 5200 + 3600;
5200 + 2800; 4400 + 4400; 4400 + 3600; (2 pont)

A felsorolt esetek valoszintisége (a sorrendet is tekintetbe véve) rendre
0,05:0,05(=0,0025); 2-0,05:0,1(=0,01);
2'{}1(}5'{113{: []5[]3}; E-Qsﬂﬁ‘ﬂ525t=ﬂ,(}25};
0,1-0,1(=0,01); 2:0,1-0,3(= 0,06}, (2 pont)
A keresett valoszintiség az eloz0 hat valoszintség dsszege, azaz 0,1375.
(1 pont)
Osszesen: 16 pont
58) Van néhany dobozunk és wvalahany érménk. Ha minden dobozba egy
érmét tesziink, akkor m darab érme kimarad. Ha minden dobozba
pontosan m db érmét akarunk tenni, akkor m dobozba nem jut érme
(m=1).
a) Hany érménk lehet, ha a dobozok szama 67 (6 pont)
Egy dobozban tobb ezer érme van, amelyek 3%-a hibas. Az érmék koziil
véletlenszeriien kivalasztunk 80-at. (Az érmék nagy szama és az
alacsony hibaszazalék miatt a kivalasztas visszatevéses mintaveétellel is

modellezheto.)

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legfeljebb 2 hibas érme lesz a
kivalasztott érmeék kozott? (S pont)

Megoldas:

a) Lasd: Széveges feladatok 36. feladat

b) Egy véletlenszertiien wvalasztott érme 0,03 wvaloszinlséggel hibas, 0,97
valoszinuséggel hibatlan. (1 pont)
(A wvaloszinOségeket az n =80, p=0,03 parameteriQ binomialis eloszlas
segitseégével szamitjuk ki.)
P(0 hibas) = 0,97* ~ 0,087 (1 pont)



80 _
P(1 hibés}z[ : }-B,GHD,QT ~0,216 (1 pont)

80 :
P(2 hibas)=| ]-0,03-’ .0,97" = 0,264 (1 pont)
Annak a valoszinQsége, hogy legfeljiebb 2 hibas van
~ 0,087 +0,216 +0,264 = 0,567 (1 pont)

Osszesen: 11 pont

59) Legyen az alaphalmaz a haromjegyl pozitiv egész szamok halmaza. Az A

halamaz elemei azok a haromjegyi szamok, amelyekben van l-es, a B
halmaz elemei azok, amelyekben van 2-es, a C halmaz elemei pedig azok,
amelyekben van 3-as szamjegy.
a) Hany eleme van az A\ (BN C) halmaznak? (5 pont)
Egy szerepjatékhoz hasznalt dobokocka harom lapjan 3-as, két lapjan 2-
es, egy lapjan l-es szam van. A feldobott kocka mindegyik lapjara
egyforma valosziniiséggel esik.
b) Keét ilyen dobdokockaval egyszerre dobva mennyi a wvalosziniisége
annak, hogy a dobott szamok Gsszeg 4 lesz? (5 pont)
Andi és Béla a kovetkezo jatékot jatsszak ezzel a dobdkockawval.
Valamelyikiik dob egyet a kockaval. Ha a dobas eredménye 3, akkor Andi

fizet Bélianak n forintot {n} El.'.l}; ha a dobas eredménye 1, akkor Béla
fizet (n - 80) forintot Andinak; ha pedig a dobas eredménye 2, akkor is
Beéla fizet Andinak 2(:1 - HD) forintot.

c¢) Mennyit fizet Béla Andinak az l-es dobasa esetén, ha ez a jaték
igazsagos, azaz mindkét jatékos nyereményének varhaté értéke 07

(6 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Halmazok 13. feladat
b) Az l-es és 3-as dobas kétféleképpen is eléfordulhat (az elsd és a masodik
dobokockan is lehet 1-es), ennek valoszintisége igy 2. l-E, (2 pont)
6 6
Két 2-es dobasanak valoszinlseége g% . (1 pont)
. 1 3 22
 Fryr g S e 1 pont
By @ bo s (1 pont)
10 2 G . &
=36 = 18 annak a valoszintsége, hogy a dobott szamok Osszege 4 lesz.
(1 pont)
Alternativ megoldas:
Az Osszes eset szama 6-6=36. (1 pont)

Az elsé kockan l-es és a masodikon 3-as 1-3 =3-féleképpen fordulhat eld,
ugyanennyi lehetdség van arra, hogy az elsé kockan 3-as és a masodikon 1-es
legyen. (2 pont)
Két 2-es dobas 2-2 =4 -féleképpen fordulhat eld. (1 pont)



c}

2:3+4 10
36 36 |
Lasd: Szdveges feladatok 37. feladat

2
A keresett valoszinuseg = —1 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

60) Egy sorsjegybol jelenleg havonta atlagosan 5000 darabot értékesitenek.

Egy darab sorsjegy dra 500 Ft, de a forgalmazd cég ezt csdkkenteni
szeretné. A sorsjegy ara 10 Ft-os lépésekben csikkentheto. Azt
feltételezik, hogy ha az ar n-szer 10 Ft-tal alacsonyabb lesz, akkor

havonta 10n” -tel tobb sorsjegyet tudnak eladni {n £ N') . Tekintsiik ezt

a feltételezést helytallonak.
a) Hatarozza meg a sorsjegyek eladasabdl szarmazdé havi bevételt, ha a

sorsjegy arat 300 Ft-ra csokkentik! (3 pont)
b) Hatiarozza meg azt az n értéket, amelyre a sorsjegyek eladasabol
szarmazo havi bevétel maximalis lenne! (9 pont)

Az tsszes sorsjegy 5%-a nyero. Kétféle nyeremény van: 2500 Ft-os és
50000 Ft-os. A 2500 Ft-os nyero sorsjegybdl pontosan 24-szer annyi van,
mint az 50000 Ft-osbél.

c¢) Toltse ki az alabbi tablazat iires mezoit, majd szamitsa ki egy darab

sorsjegy nyereményének varhato értékeét! (4 pont)
1'db-sorsjegy 0 2500 50000
nyereménye (Ft)
ycreing 0,95
valoszinaseége
Megoldas:
a) Ldsd: Szdveges feladatok 39, feladat
b) Ldasd: Fiiggvények — Analizis 49, feladat
c) Az 50000 Ft nyeremeny valoszinusege p, ekkor p+24p =1(0,05, (1 pont)
ahonnan p=0,002 és 24p=0,048, (1 pont)

61) Egy teherautd raktere 2,4 meéter széles, 2

A nyeremeny varhato érteke:
(0,95-0+)0,048 - 2500 + 0,002 - 50000 = 220 Ft. (£ pont)

Osszesen: 16 pont

méter magas és 7 meéter hosszi. Ezzel a
teherautoval kell olyan, meéretre vagott
faronkoket szallitani, amelyek forgashenger ALA
alaknak, 24 centiméter az atmérojiik, és 7 | ]
méter hossziak.,. A rakomany biztonsagi B - i
okokbol nem nyialhat tal a raktéren egyik . . .
irdinyban sem. A szillitécég az dbran lathaté 24m
stratégiaval rendezi el a farénkéket.
a) Mutassa meg, hogy legfeljebb 86 farénkoét lehet igy a raktérben
elhelyezni! (8 pont)
b) A raktérnek hany szazaléka marad iiresen, ha 86 fardonkot
szallitanak?




(4 pont)

Kideriilt, hogy a fak egy részében megtelepedtek a szhabogarak.

Barmelyik fat kivalasztva 4% annak a valosziniisége, hogy van benne
szu. Az egyik vasarlo cég 50 fat vett.

¢) Mennyi a wvalésziniisége, hogy legfeljebb egy szhuragta fa keriil a

rakomanyaba? (4 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Térgeometria 37. feladat

b) Ldsd: Térgeometria 37. feladat
c) (0,96 a valoszinuseége, hogy egy faban nincs szi.)

P (0 darab szuragta fa) = 0,96™ = 0,130 (1 pont)
20 ) "

P (1 darab szuragta fa) ={ ; J-D,'EIE:* 0,04 = 0,271 (2 pont)

A keresett valoszinUség ezek Osszege: 0,130+ 0,271=0,401. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

62) Egy aruhazlancban minden Kocka csokoladé vasarlasakor a csoki melle
ajandékba adnak egy ,zsikbamacska” csomagot, amelyben egy kis
fémkocka van. A fémkocka mindegyik lapja sarga vagy kék sziniire van
festve gy, hogy mind a két szinu lap elofordul.

a) Igazolja, hogy (szinezés szerint) dsszesen B8-féle kocka van, ha a
forgatassal egymasba viheté szinezéseket mnem  tekintjiik
kiilonbozonek (6 pont)

b) Dorinak 7 kiilonb6zo szinezésu kockaja van, igy mar csak egy
hianyzik a teljes készlethez, hogy abbél nyaklancot készitsen
maganak. Mennyi annak a valoszinisége, hogy ha 3 darab Kocka
csokoladét vesz, akkor meglesz a teljes készlete? [Feltetelezhet;uk
hogy mindegyik kockafajta ugyanakkora
valoszinluséggel fordul elo a csomagokban.) (4 pont)

Az abran lathato ABCDEFGH kocka élhosszusaga

10 egység.

c) Szamitsa ki az ABG haromszig beirt korének
sugarat! (6 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Bizonyitasok 34. feladat

i

b) Dari egy csokoladé vasarlasa esetén é valoszintseéggel kapja meg a hianyzo

I
kockat [% valoszinliséggel nem]. Ez dertljon ki a megoldasbaol. (1 pont)
(A komplementer esemény valoszinuségét szamitjuk ki.) Annak valészinusége,

g 3
hogy egvik ajandék sem megfeleld: [g] : (1 pont)

a
Annak valészinusége tehat, hogy valamelyik ajandék megfelelo: 1- [E] ,

(1 pont)
ami kb. 0,330. (1 pont)

c) Ldsd: Térgeometria 38. feladat
Osszesen: 16 pont



